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第 一 芝 ”随机 过 程 的 -- 般 理论 


$1.1 随机 过 稳 的 基本 概念 


初等 锋 率 论 所 研究 的 能 机 现象， 基本 上 可 由 一 个 或 有 限 多 个 
随 袖 变 基 来 鱼 法。 虽然 在 那 甲 出 考虑 了 随机 变量 序列 ， 但 假定 它 
们 笃 丰 互 独立 的 。 在 实际 中 ， 我 们 还 要 研究 一 些 随 可 现 铺 的 发 展 
和 变化 过程， 而 刁 所 考虑 的 职 机 事件 要 涉及 无 限 《〈 非 可 列 ) 多 个 
随机 变 晤 。 这 时 ， 我 们 就 需 净 用 - - 族 随 机 变量 才能 译 划 这 种 随机 
“ 斑 象 的 全 部 统计 规律 性 。 甫 常 我 们 把 -- 族 号 机 让 量 称 为 随机 
过 程 。 

例 1 在 研究 生物 群体 的 增长 间 题 时 ， 为 了 措 述 群体 的 发 展 
或 演变 过 程 。 就 要 在 每 一 时 刻 t{ 记 巡 群体 的 合 量 (个 数 ) x,， 竺 
一 zx; 是 随 视 变 量 。 假 设 我 们 从 1 = 0 开始 连 绿 地 观测 ， 盎 {x， 
1 全 [0 ，co)} 就 是 随机 过 程 ， 

例 2 在 壮 浪 分 析 中 ， 需 到 观测 在 癌 定点 上 海平 而 的 垂青 振 
动 。， 惧 %: 衰 示 福 国定 点 上 ， 于 时 劾 1 海平 而 相对 于 平均 平面 的 高 

” 度 ， 弄 x, 是 随机 变量 ， 而 {x,， 1 Er0，oo))》 是 随机 过 程 。 

六 例 8 ”在 地 震 预报 中 ， 若 每 半年 统计 一 次 发 生 在 某 区 域 的 地 
震 的 最 大 震级 ， 令 wo 表示 第 # 次 统计 所 得 的 值 ， 则 x, 足 随 机 变 
量 。 为 了 预测 该 区 未 米 地 震 的 强度 ， 我 们 就 要 研究 随机 过 程 tx。 
n= 二 0，1，2，"…} 的 统计 规律 性 ， 

下 面 我 们 给 出 随机 过 程 的 正式 定义 ， 

(一 ) 随 机 过 程 的 定义 

定义 1 设 给 定 参 数 集合 了 和 可 测 空 间 (五 ， 多 ), 车 对 每 个 
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后 个 ， 肖 一 个 定义 在 概率 空间 ( 售 ， 了 了 ， 忆 》 上 的 .多 可 汕 听 数 
Xj 与 它 对 应 ， 风 称 依 帧 于 参 逆 + 的 可 测 函 数 娄 全 

{x wm ), 1ET}Y C1) 
为 定义 在 《各 ， 开 ， 六 ) 上 取 值 于 《 玉 ， 败 ) 中 的 贿 检 过 程 ， 或 
简称 为 随机 过 程 〈 如 《 瓦 ， 罗 ) 已 明确 辣 定 )。【《 瑟 ，. 包 ) 称 为 下 
态 空 间或 相 空 间 。 王 中 的 元 袁 称 为 状态 。 

如 不 引起 混淆 ， 常 把 {1 ) 简写 成 {x;， 

称 (x+ 为 实 ( 复 ) 值 酷 机 过 程 ， 若 已 为 实数 《和 旭 数 ) 集 ， 史 
是 EE 中 Borel 可 调 集 全 全 。 如 隧 【 巨 ， 寺 ) 一 (有 ，. 寡 。，( 一 一 一 
# 维 欧 氏 空 间 ，. 客 ; 有 ardiBorel 可 测 集 全 体 ), -就 称 {x 为 二 维 
随机 过 程 。 

广 葡 ， 随 机 过 程 的 参数 1 可 忆 指 通常 的 时 间 ， 世 可 雇 指 别 
的 。 例 如 虐 指 高 度 ，x, 表示 高 度 为 工 的 气温 。 + 了 志 可 以 其 向 量 ， 
例如 t 指 空间 的 点 ， 而 %; 表示 在 这 点 的 风速 等 等 。 这 种 依赖 于 几 Y 
个 参数 的 随机 过 程 《 邮 t+ 是 向 三 的 过 程 ) 称 为 随机 场 。 随 机 过 程 
的 状态 空 闻 中 前 二 E 可 以 基 任 一 抽象 的 集合 。 巨 中 的 状态 可 以 代表 
某 种 数量 【例如 在 例 1 中 的 状态 表示 生物 群体 的 个 数 ， 在 例 2 中 
的 状态 是 海浪 的 高 度 ， 在 例 3 中 的 状态 是 地 震 前 震级 等 ), 也 可 以 
指 非 数量 【例如 在 天 气 硕 报 忠 ， 五 中 的 状态 是 瞳 、 了 半 、 雨 。 在 观 
测 某 戎 机 拭 验 时 ， 五 是 试验 的 各 种 可 能 结果 的 集合 等 )。 

为 叙述 简单 起 见 ， 我 们 以 后 总 设 了 CC 一 ce，ce)， 并 把 计 理 
解 为 时 间 。 如 不 特别 声明 ， 我 们 考虑 的 随机 过 程 均 指 实 值 的 ， 即 
(CE, $$)=(R, $B,), 

由 随机 过 程 的 定义 知 ， 对 每 一 同 定 的 1 全 了 T，xi(w) 是 定 
义 在 概率 空间 (Q@， 字 ，P) 上 的 随机 变量 ， 对 每 -- 辐 定 徇 % 忆 
号 ，xs 人 @) 是 定 广 在 了 上 的 实 值 衣 数 。 我 们 称 这 郴 数 为 随机 这 
程 {%， LE 人 ?对 应 于 此 钙 的 一 个 料 本 函数 (或 轨道 ， 或 现实 )。 
有 时 我 们 需要 把 x mm 看 成 《+， 名 )》 的 二 元 函数 ， 这 时 常 拒 
xp)》 写成 Xt ，@), 


* 2 








根据 参数 集 ? 及 状态 空间 五 是 可 列 集 或 非 本 列 集 ， 可 把 随机 
过 程 分 为 四 种 ， 
1 了 及 王者 可 列 ， 
2” 了 可 列 。 瑟 非 可 列 ， 
3” 了 及 E 都 非 可 列 ， 
4” 个 非 可 狮 ，E 可 列 。 
参数 集 了 可 刑 《 即 1 ，2 的 情形 ) 的 随机 过 程 , 也 称 为 随机 序列 ， 
或 时 间 序 列 。 状 态 空间 到 可 列 〈( 即 太  ，+ 的 情形 ) 的 随机 过 程 也 
称 为 可 列 过 程 〈 或 帮 限 过 程 ， 如 五 是 有 限 集 )。 
随机 过 程 的 分 类 ， 内 上 述 按 集 了 与 是 可 列 与 否 外 ， 还 可 进 
一 步 依 据 *, 之 间 的 概率 关系 进行 分 类 。 下 面 是 按 后 者 分 类 的 儿 种 
研究 得 较 多 且 用 途 较 广 的 随机 过 程 类 型 
1， 马 尔 科 夫 过 程 〈 见 第 三 、 四 章 )， 独 立 增 量 过 程 ， 也 称 为 
可 加 过 程 〈 见 第 六 章 ) 是 马尔 科 夫 过 程 的 重要 子 类 。 
2， 平 稳 过 程 “ 见 第 七 章 )， 
3 车 〈 吕 第 五 章 )。 
《二 ) 随机 过 程 的 分 布 函 数 及 其 特征 
设 { + 和 所) 是 随机 过 程 ， 记 任意 六 ， 所 ，…，fE 了 友 
(ce ，…， ooE 玉 ， 记 随机 变量 ，2，…，x< 的 * 维 联合 分 
布 函 数 为 
Pile Cay py cs) = P (Xr Cs 
Kay ry Nic)s (1) 
六 当 # 和 妇 4 变动 时 ， 得 一 族 分 页 函数 
F= {Fyre es Ce (2) 
称 下 为 随机 过 程 tx， + 全 7 了) 的 有 限 雁 分 布 函数 族 . 
分 布 函数 族 忆 具有 下 列 性 质 〈 称 为 相 罕 性 条 件 )， 
CA) 对 1，2。… 8 的 任意 排列 CJ，&，…，&。 有 
下 CI) Pi san Ca 


《B) 如 mn ， 则 


ee 


Fr,, pe Ce,, es 全 
一 厂 os i On oo re 9), 
有 限 维 分 布 立 狼 族 满足 条 性 (A)，{B) 的 随机 过 各 的 存在 
证， 四 下 面 的 定理 保证 。 
定理 1 设 已 给 参数 集 了 及 满足 相 容 狂 条 件 【A)，(B) 的 
分 布 琐 数 族 《2 ) 则 必 存 在 概率 空间 【中 ， 和 多 ， 厂 ) 及 定义 在 
其 上 的 随机 过 程 (xz， 工 所 了 )， 使 对 任 苞 自然数， 任意 实数 
及 任意 5ET7T， 一 1，2，…， 站 ， 有 
二 《3 
证 明 取 {人 旬 ， 了 FF 为 无 穷 维 波 雷 耳 (Borel) 可 测 空 间 CRT， 
多 1)， 亦 即 
上 二 庙 二 4 定 义 在 了 上 的 实 值 辐 数 和 (1 ) 全 体 }， 
了 一 .省 ? 二 RI 中 包含 一 基 形 如 (AC) 和 cr …， 
) (ti 之 oo) 的 集 的 最 小 e 代 数 ， 其 中 由 ET 一 co<o<co 任意 ， 
1 一 1，…， 0 站 区 1。c 可 取 co， 但 此 时 入 (5) 且 ci 要 换 成 
Me, 
根据 测 典 论 中 关于 在 无 窒 维 空间 ( 磺 ， 多 fT) 上 产生 测度 的 
柯 尔 莫 果 党 夫 (Konxworopos) 扩展 定理 自 ， 以 及 分 布 函数 族 
《2 ) 满足 相 容 性 条 件 的 候 定 ， 可 知 下 可 产生 瞧 一 的 、 定 灸 在 .@? 
上 的 概率 测度 Pr， 使 得 对 任意 f,，tf，…sfo 己 全 及 实数 061,62 …， 
cm 
PiC A CoD: DSS] 
= sls Cay ry Ca) {4) 
取 卫 ==Pr， 在 概率 空间 (QQ，，PP) 上 定义 随机 过 程 {x @ )， 
1 之 了 了 如下， 
对 任 一 EQ， 令 
x m= Cf) 其 中 = 一 0。)。 (5) 


他 条 大 1 3 而 篇 定理 #4 





Ed 
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换言之 ， 因 企 “ 点 ”加 -= 和 (的 值 等 王 匡 多 关 (人 ) 在 1 
点 的 值 。 容 易 泪 出 ， 拓 Co) 是 牙 记 变量 ， 且 如 上 定义 的 ( 忆 ，， 
也) 及 {x 1 匡 了 了 } 满 足 定理 的 要 求 《3)。 实 际 上 

(Dix DE DJ) 一人) 

Cl 和 CE = 
其 次 由 C5》 及 (4) 知 


Plmix Cm)e 0 Xr Cn) 
mPa MC NEo Mes) 
Fr ols Ca), 


在 实际 中 ， 取 知道 随机 过 程 的 全 部 有 限 维 分 布 函数 是 很 困难 
的 。 而 且 涉 及 多 维 分 布 函数 的 计算 也 很 烦 杂 ， 因 此 ， 在 多 数 应 用 
中 ， 只 限于 给 出 随机 过 程 的 某 些 统计 特征 来 代替 玉 ， 这 与 概率 论 
中 用 随机 变量 的 数学 期 一 和 方差 等 来 代替 分 布 函 数 一 样 ， 随 机 过 
程 tx，+ 所 个 } 最 有 用 的 特征 是 均值 函 著 人 人) 及 协 方 整 画 数 
下 (3s，f ) 其 定义 为 

mt)=Ex» +E7, 
K(ls, 1)=E(%— m( s(x mt )) 
=Exx— mi sj)m( 1), s, 1ET, (6) 


称 DCT)y=K(Ct，+1) ET 为 et 的 方 率 函 数 ， 特 别 对 
正春 随机 过 程 〈 见 第 一 章 )，mff) 天 (3s，7) 完全 决定 书 。 
如 果 {xo 是 复 值 随机 过 程 , 6) 要 改 为 
KCs, 1)=E(Cw— ms)) x — mt)) 

一 五 xz — ms ) mCty, C7) 

DCID)= FElx— mC t )’, (8) 

其 中 符号 互 表 东 9 的 共 锯 复数。 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 知 ， 
如 二 co， 三 TT 则 m(C 7) 及 KC(5，t) 都 存在 。 

定理 2 设 {x,。，f 王 了) 为 各 值 随 视 过 程 , 年 o0, ft 
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i Te eo dd rt 


了 ， 出色 Ss, 1) 有 性质 

(8&8) 对 称 性 ，KCt， 5)=K(ts,， 1) 

Cb 》 非 负 定 性 ， 对 任意 i 全 7 了 及 任意 复数 让 二 1，2，… 
”有 


拓 


>) Kl foars 1, (9) 


bi=1 
证 明 《a) KCs， 1 站 = E{x—m(s ) ome) 
E(x— mis Dx— mt )) 
=K(1, 3 ), 


(bp) 2 KlEs, t1)aray 
i 


oe 
| 让 和 
! 


-Ei | 2 ml) | > 0 。 








Dp Cx 一 (ED)) C1, — m Ctr) Yoray | 
和 1 
2 


— mifi})a; | > (x ~— mtts)) || 


j=l1 


上 面 是 先 给 {x ， 后 有 mC 1) 及 KC(s，1) 县 满足 (0)， 
(5 )。 反 过 来 的 问题 见 第 二 举 定 理 3 。 


习 十 


1， 设 已 给 5 维 分 布 汕 数 户 (,…,%w)， 证 明 存 在 概率 空间 {人 0, ,Py 
及 定义 在 其 上 的 随机 普 晤 x1，xs;…， xa， 使 它们 的 联 会 分布 画 数 为 F 
人 0 

2 设 已 给 一 维 分 布 汕 数列 {Fr 和)，# = 41， 2 +。 造 一 概率 空间 
《从 ,全 ,也 ) 及 定义 在 其 上 的 一 列 随 机 变量 {Xn， 5 = 1 23,…}， 使 x, 扣 王 
独立 且 x- 的 分 布 函 数 为 Fn( %)， 


rr ee—.: rT rf 
re te 


5， 漫 玉 (5,1) 为 复 值 隧 机 过 程 {x/。 + 已 了 的 协 方差 画 数 ， 了 (4 7， 
+ 所 十 是 普通 的 复 值 函 数 ， 求 随机 过 程 (x%++ (1)，? ET} 的 协 方 若 


熙 煞 。 
4 设 丰 ,居间 分 布 的 随机 变量 ， 其 汐 忆 为 办, 方 着 为 中 。 若 丰 性 一 
0， 试 求 随机 序列 
Ya 一 下 cos 《名 由 十 Tsintma), 下 一 站, 土 1， 士 3， 
的 均值 及 访 方 闭 函 数 。 


5. 设 {%， 主 拟人 肪 1 全 7 了} 为 (0 ,从 , 忆 ) 上 的 随机 过 程 ， 其 协 
方 臣 函数 分 曾 为 尺 Lts5 ,+) 及 Kst st)。 证 明 

(Ci) Kits, ff) tkts, 1), 

dy Ks tft)Kts, ty 
也 是 茶 随 机 过 程 的 维 方 荆 酒 数 。 

提示 由 是 3 不妨 设 Ex = = 0。 造 (QQ xX 器 ， x 于，P XP) 并 
在 上 其 上 完 久 Et) =XD， (0) 二 Ytwe)， 其 中 心 = 全) ED 
f= 1， 2 则 全 二 9 攻 伟 m 相 的 直方 差 函数 分 别 为 (和 (7， 

6 设 7 Eee ee)，m = 1 ,2,… 为 复 值 骨 数 狮 ， 定 义 


Le 


K(s,t) Jo 


并 = 1 
试 证 若 右 方 级 数 对 一 切 s ， + 绝对 收 黎 ， 则 兵 (s，t) 有 具 训 对称 性 政 非 入 
定性 , 
§ 1.2 ”随机 过 程 的 可 分 性 与 可 测 性 
~ 《一 ) 可 分 性 
研究 随 祝 过 程 样本 函数 的 人 性 质 ， 例 始 连 悉 性 、 可 微分 或 有 界 
性 时 ， 常 要 遇 到 类 似 下 面前 非 有 限 又 非 可 列 个 事件 的 交 


B= supX: (COIEC) 
1 


= 门 《ODS Ce ), 《1) 
{Ecoa, by 


由 于 概率 空间 (88， 了 ， 呈 ) 中 的 o 代数 只 保证 对 可 列 多 个 事 


NT 


件 的 并 或 交 封 闭 ， 故 妃 是 否 仍 属于 .? 就 成 问题 。 如 五 丘 . 才 ， 就 无 
法 讨论 的 概率 。 如 扩大 .使 BE ， 自 然 还 希望 带 件 8 应 能 由 
过 程 的 有 限 维 分 布 函数 完全 决定 ， 换 言 之 ， 如 二 过 程 1x。 上 所 
Coe, 6b) 与 {yr {全 [9g，b2} 有 相同 的 有 限 华 分 布 国 数 族 。 
那么 由 {x 与 {fy 决定 的 素性 BB 应 有 相同 的 概率 。 淮 而 ， 下 例 说 
明 并 非 始 终 如 此 。 

例 1 设 只 =50，13， 和 一 [0，1] 上 欧 勒 风格 可 测 集 所 
成 的 o 代数 。 疡 是 天 下 的 蔷 贝 格 测 庆 ， 定 尽 

xD0， 对 一 切 上 和 [0，1] 权 中 和 坛 员 。 


LT， 如 二 二， 


wo)=| 
上 9， 其 了 车 ， 1 E[0，1),， 人 EN, 


易 见 ， 对 每 一 +， P(xA(m)=y( wD)=P( om 1)= 1, 
从而 i 与 430 具 有 和 外 同 的 有 限 维 联合 分 布 。 但 是 
Pl oisupX | ) EE 2- )= 1 ， P(e tsupy( OE)= 0 

0SfEl | 

为 了 避免 上 述 癌 题 ， 让 随 礼 过 程 的 样本 耳 数 分 析 中 ， 就 要 对 
过 程 的 样本 函数 施加 基 入 “ 关 谓 性 ”条 忻 ， 使 得 如 辣 (1) 中 那 
种 涉及 非 可 列 多 个 随 视 变节 的 中 能， 汇 用 只 涉及 可 列 个 随机 变量 
的 事件 来 “代替 ?。 为 此 。 于 面 引 壕 责 分 性 的 概念 。 

为 了 组 述 简 便 ， 以 下 总 很 定 【 品 ，. 宁 ， 瑟 )》 是 完备 的 概率 空 
亲 ， 套 煞 集 了 站 区 间 ， 所 诗 论 的 过 程 允许 限 土 co 为 值 ， 但 模 设 对 
每 个 +1， 有 





P(x= + oo)= 0, 
定义 1 称 随 祝 入 程 {x,， ft EE 7 为 可 分 的 ， 椰 存在 全 的 可 
列 秽 密 子 集 民 太 概率 为 盏 的 集 和 N。 代 对 任 一 人 EN 样本 函数 
Xt-，) 共有 平 述 人 性质， 对 任 一 计 所 了， 存在 旧 询 天竺 六 满足 
lim :一 ! 且 Jim， Xr 包 二 区 名 力 


os 








re 





务工 汪 生 部 为 (4 的 可 耸 千 ， 六 为 【关于 郊 的 1 铺 外 鲜 。 

让 时 为 了 经 调 如 ， 直 时 也 称 人 zy 关 主 天 可 分 ， 

称 随 机 主 程 tr。 上 和 扯 7 为 完全 司 分 的 ， 则 4 六 于 了 的 任 
意 二 列 调 密 子 洁 尽 都 可 分 。 

例 2 连续 随 级 过 程 ， 即 样本 医 数 和 这 六 :全 过 各 ， 它 是 完全 本 
分 名，。 例 1 中 的 随机 过 程 {y;。 土生 60， 1 各 不 可 分 的 。 

回顾 《 1) 式 中 的 集 B， 如 没 {%} 可 分 ， 民 为 扶 可 分 代 ， 并 
考虑 如 下 的 事件 ， 

B=(Oisupx Ee) 
= 


= (oro) ce)Es, 
T 生 民 


由 可 分 往 有 训 二 戎 ， 二 表示 左 、 证 两 边 虞 省 栅 浅 一 零 测 集 { 它 是 
例外 集 放 和 的 于 集 }。 因 了 了 完备， 所 以 万， 于是 解决 了 8 可 能 
不 属于 的 问题 ， 

定义 2 定 尺 让 同一 (会 ， 了 了 ， 记 ) 上 的 酒 个 随机 过 各 {x 
fT 与 {yy，t 全 了} 称 为 随 械 等 价 的 ， 并 沁 为 {27 一 yj， 加 
对 每 一 1 全 下， 有 

Plx= y= 1, (2) 

由 《2) 可知 ， 如 {0 一 {9 ， 则 它们 具有 相 辐 的 有 限 维 联 
会 侧 布 ， 邑 对 任意 二 己 了 及 实 浅 ci 站 = 二 1，2，"…，#， 有 

Plxneen, 1&1EN)- PEG li ). 
Doeob 证 明了 人 尾 一 随 抽 过 程 总 可 以 把 它 可 分 化 。 即 对 任 一 随机 过 
程 4， 后 了 )， 必 存在 与 它 随 祈 等 价 的 可 分 过 程 人 和 了 。 
本 此 {ys} 为 {xr 的 可 分 修正 过 程 和 因此 ， 当 我 们 研究 的 问题 只 
讲 及 过 程 的 有 限 维 分 布 丽 数 时 ， 我 们 就 不 站 和 假定 原 过 程 为 可 分 
过 程 。 


如 可 分 甫 正 存在 性 的 证 是 ， 可 套 淖 [113.1。 





-一 一 





定 闵 3 称 随 机 过 程 4z， 计算 人) 为 随机 连续 【或 依 报 率 连 
绽 )， 加 对 任意 s 记 7T 及 8 站 9， 有 


抒 (3) 中 的 1f 玉 8 疏 为 1 一 $5 十 0{ 或 1 阅 5 一 了 8)， 和 相应 
地 称 为 右 【或 左 ) 随机 连续 ， 
调 5 设 (QQ ，F， 卫 ) 为 例 1 中 的 概率 空间 , 了 =50，,1]， 
定义 随机 过 程 
1， 如 上 人 > 吕 ， 
so)-| 1 和 了 。 


0， 如 + 过: 品 ， 
任 答 0<e<1I， 因 为 
liXr— > 号 )= Pi%= X= 1) 
+ Plx= 1, X=0) 
| Plw= 1, w=0), st 


Plx= 0, x=1), 如 st。 
= It sj-”0 (1-»s). 
所 以 xi} 随机 连续 。 此 过 程 的 样本 函数 除了 xCt1，1) 二 0 
四， 其 余 都 是 间断 的 。 可 部 过 程 的 随机 连续 性 不 能 导 臻 样本 函数 
的 连续 性 。 随 机 连续 过 程 的 几 个 简单 性质 网 习题 11 一 13。 
对 固定 的 ww， 记 平面 二 维 点 集 
KxrC m= AD) 1ER}, 


其 中 玉 三 了。 令 四 x:( 中 ) 表示 Xe(oa) 在 通常 距离 下 的 闭 包 。 在 
此 记号 下 ，{%,，t 伍 TT} 关于 了 放 可 分 等 价 于 
Plo¥r oI)TCKA m= 1。 
下 面 是 可 分 过 程 成 为 完全 可 分 的 -- 个 充分 条 件 。 
定理 1 可 分 随机 过 程 如 随机 连续 必 完 全 可 分 。 
证 明 设 {x:s，f 宇 人 T} 可 分 ，S 为 其 可 分 集 。 玉 是 站 的 任 一 
可 列 稠密 节 剑 。 任 取 5 与 5 及 tro 三 R 使 lim re 一 so 由 设 


* 0 


Li £ )= 0, 
从 而 存 硒 trs 的 子 列 人 中， 使 
PC lim_ XN 1 。 
可 见 ， 对 和 任 一 seoES， 和 有 
P {so Xr) EKr}= 1。 
因为 8 是 可 列 集 ， 故 得 P(E:CXKs)= 1 ， 从 而 
P (Ks:CKr) 一 1， 《 4) 
人 S 是 可 分 集 ,， 由 (4) 
P(XrEXe)= 1. (5) 
于 是 由 (4)， (5) 得 
P(XICEr)= 1 。 
即 4x+ 关于 也 可 分 。 
(二 ) 可 测 性 
为 了 考虑 样本 画 数 xf， 外 ) 对 +t 的 积分 。 我 们 定义 可 测 
随机 过 程 。 
设 了 =[0，c)， 以 罗 表 了 中 全 体 Borel 集 所 成 的 a 代数 , 工 
是 多 上 的 勒 册 格 (Lebesgue》 测 度 ，4H 二 工 Xx 号， 多 Xx 了 是 直 积 
0 代数 多 x 关于 测 论 4 上 的 完备 化 。 
定义 4 称 随 机 过 程 {x,， 1 六 人} 为 可 测 的 ， 刀 对 任意 实数 
c， 集 
Ct, OK mECIEBXF. (C6) 


在 研究 马尔 可 去 过 程 时 ， 我 们 还 需要 此 (6) 更 强 的 可 测 性 
概念 ， 

定理 2 右 连续 过 程 《 即 样本 函数 右 连 续 的 跑 机 过 程 ) 是 可 

测 的 ， - 

证 明 设 4xm 1 之 0) 为 右 连续 过 程 。 对 固定 的 1 之 0， 
定义 

»* 11 * 





iy 一 2 < o)7 和 jt 下 
站 


Cs， @ Ct, mT ial ss wD ), 
其 中 表示 集合 人 作为 【5s， 驯 ) 前 责 数 。 XCy” 
《ss)》， 0) 是 崔 义 本 工 1 日 上 交游 cor 区 六 词 济 国 妆 ， 站 
而 是 净 x 了 可 测 的 ， 各 的 自 如 人 


lim x Cy 3 ), DI= XCs, 0m) 
no 


因此 ， 只 考 氏 在 C0，11x 人 外 Fx(s5，m) 是 过 x 了 可 测 的 , 由 
+ 的 渤 意 性 即 郑 x(s，wm) 语 TxQ 上 是 多 x 可 测 遂 数 舍 . 
习题 24 指出 随 衬 连续 的 过 程 必 人 存在 可 测 修 正 。 


. 


习 是 


] 证 明 ， C3》 如 {xm + 和 了 可 分 ，F (3) 是 连 线 画 数 ， 加 1 ro， 
+ 惰 了 可 分 1 6 如 {x 诗 和 了; 铺 机 连续 天 3 人 人 和， 则 fm 和 全 
随和 机 连续 ， 

2、 设 {x 安 了 } 随 机 连续 ，F 41，7) 为 二 元 连续 画 数 ， 证 明和 从 + = 
ft，2 +t 丘 耻 也 随机 连续 ， 

> 试 举 一 随 机 过 程 {*%;，+ 所 TT}， 司 对 共 4 

PmE A)= 1 一 茹 1 ET, 但 P(EA4, 1 ET)= 10, 

何 时 能 保证 (所 4，+ 毛 了 ) 也 等 于 1， 

4 设 和 Xr， + 所} 可 分 ， 民 为 可 分 集 ， 试 证 对 几乎 所 有 的 m 有 

limxr( oO) = lmx em)， 和 


ft- 和 tm 8 rm 


+EE 相 rR i ?7 圭 RR 





加 久光 的 路 机 过 程 称 为 Horel 厅 测 这 衬 。 


* 72 ， 





其 中 :EET。 

5， 设 140 + 所 了 可 分 ， 证 明 ，iafxr。，supxr，1imxr 及 1Tmaxr 部 是 随机 

ET ET fi ts 

变量 ，。 

得 ， 设 12 上 Eapl+ 订 分 证 阴 早 [后 ，xfo) 在 加 二 连 嫩 }， 鸭 车 
Co 上 65) 及 {0 oo) 在 (aa 上 过继 } 者 是 可 测 稳 . 

7 了. 设 {x 了 ECnym) 可 分 ， 还 册 对 任意 0 女 上 所 5 帮 尾 吝 实 数 <， 
集 {a into)-el<s，+ Era pp 可 测 。 

8， 设 {xp + ELDyeo)} 可 分， 证 明 
人 2 


T 【中 》 = 
+ ce， 如 对 一 项? 有 xit@) =xo(tmy》 


是 陵 机 痰 用 ， 
和 设 1z，+ 所 了 } 可 分 ， 尺 是 可 分 灌 。 证 明 
Pdim or limxr， 对 一 同上 二 所 于 成 立 ) = 1 ,7 
-ff 


rt1i r 
r 壬 下 + 可 


斌 党 … 过 程 合 上 式 成 立 候 关于 中 不 可 分 。 
190， 朗 忆 (mi at 在 [ap 上 FF 右 连续 )= 1， 证明 {f>， ?万 [a， 
让 耻 本 分 。 是 否 完 全 可 务 ? 若 把 [ap] 改 为 Ca，8) 呢 ? 
11， 没 {Xr，+ 捷 Eo, 5 站} 随 损 连 站 ， 斌 证 和 x/} 在 [5,，51 上 一 致 随机 
连 彝 ， 即 对 和 伍 给 > 和， 有 
lim stpPix- Xe)= 0 
| 
J 
“ 役 。 设 {Xt， 了 + 全 C5, 加 J 随机 注 续 ， 坛 证 {x 中 在 C9 ,J 上 入 所 率 有 
~ 界 ， 册 
lim snp 【| sr 一 人。 
kr otib 
8 设 f2%1 生生 [0ee 站 是 随 机 和 连续 的 实 值 过 程 ， (> 知人 一 ee， 
se》 是 连 犯 症 数 ， 试 证 1 0 ， 后 0，coiii 随机 连续 ， 
14. 设 了 =10，1。23， 小 ， 包 基 用 了 的 … 轨 了 人 香 所 成 的 = 代数， 证 明 
岂 了 汪 园 过 的 隧 补 计 积 是 可 调 移 。 
旺 、 如 了 六 鞭 册 灼 测 麻 滑 罕 。 证 明 以 了 为 之 基 扑 关 加 过程 是 可 淹 的 ， 


1 
了 a 


mm le ee . 


二 ， 试 举 不 可 测 的 随机 主 息 。 

17. 设 {x， 全 0 可 测 ， 证明 存在 辣 ，PfwI=0,， 丰 得当 间 福 站 
样本 函数 x (f , 四] 是 钙 ! 可 测 的 , 其 中 另 ! 表 示 邹 1 关于 项 由 格 测度 工 的 完 
备 已 。 . 

138， 设 {o， 了 + 产 0 可 测 且 对 每 一 tm0， 吾 jl<ee 征明 m1)= 


Ex 是 大 可 测 画 数 。 
19. 设 fx，+ 实 0 可 将 且 人 尼 lzldt<oo， 证 明 存 在 w， 已 CY) = 


my， oN 时 1 (Cf 9]4t< 吕 ， 而且 成 立 


Bo oo 
| X(tt, ode= | 五 YI 
人 0 


20. 车 {*，+ 0} 满足 EIX1| 之 oo，+ 六 。 问 号 “满足 他 信条 件 即 
卫 羯 定 {>x 小 不 可 测 ? 

和 1. 设 {*n +t 守 0 与 yw + me01} 都 订 测 旧 吕 机 等 价 ， 证 明 对 芋 意 
勒 贝 构 可 测 集 4 二 CD，eo)， 


J st | yt) 
过 光村 


对 几乎 所 有 的 成 立 . 

*029, 设 {x%1/，+ 字 0} 随 机 连续 ， 且 几乎 所 有 的 样本 函数 在 每 点 + 上 的 
右 圾 限 存 在 ， 证 明 存 在 与 1* 叶 随机 等 价 而 且 兄 平 所 有 的 样本 郑 数 右 连 鳞 的 
过 程 ， 

提示 令 


1 
4=(o; lim 对 一 切 f 守 0 存在 )， 


R00 
筑 PtA}= 1 ， 堂 立 
lm (+ + 2 0 ), 如 器 所 用， 


站 《iD =] 1 全 0 


Xt tn), 扩 吕 和 4 
“23， 没 1xr，t 字 9 可 分 且 存 在 勒 风格 零 测 保 4 Ci0, 0)， 使 得 当 
# 竺 4 时 ， 有 


» 1 + 


Piwmr lim Xo rm) = 1, 


st 
斌 证 {x 可 测 . 
鹤 示 令 
Ja 四》 王 inf KC) 


让 k*+ 1 
mi 


中 


十 
如 -和 <<+ < 上 二， R= 人 ,1 
zn(ts Hm) = sup Ket ms 
hk sekt 1 
1 


则 f(t 机 fat， 0 上 可 测 且 当 + 千 寻 时 


Pr lim yatts OF =% 1, 0)= lim zaffy m=1, 
oo Noo 


*94， 设 {x + EC0, bbl， tb 随机 连续 ， 试 证 存在 
完全 可 分 且 可 浏 的 过 息 检 ， +t ELs,5}， 使 {x 让 一!) 
担 示 “由 习题 11 知 fx 一 至 随机 连续 。 令 尽 是 [Ce， 占 ] 的 一 可 列 和 再 密 子 
集 ， 对 每 一 + 袍 1， 取 扩 外 ， j=0,. 1 Nnt i}, 满 怪 
Ci) or rr i bs 
Cr 


(ii) max A rd 0)， 
0 hEN, 


(iy Sn = 区 rm ， 了 ri} 六 县 有 mc Srl 


Gr) 对 一 四 #0EECrAD ri， Na 


P dx ol> 
1 2 
定义 


x ,EL rl, 0 kN 


[和 


Yat w= 
1 和 RN wy 如 + 全 [re ， bs 


一 ar 





测 1fya( fm)} 可 鸿 且 对 舞 一 + 有 (lim y(t yao)zxfty os 


Le 


定义 二 (tm) = 1 y(t) 


Ho 
25， 试 证 对 任 一 随机 过 程 fxw, tf 守 0}， 如 车 m (1) = 0 上 朋 这 t+, +) 
为 二 元 连续 琢 数 ， 则 必 随 机 连续 。 如 曲 开 (+ ,还 可 积 ， 证 明 存 在 与 它 隧 
轴 等 价 的 可 测 这 程 fxs，+ 097， 对 几乎 姑 有 的 名 有 


| iy CF, od 00, 
LH 


志和 用 如题 24 及 Fubini 定 理 。 


.31.5 可 分 过 程 样本 函数 的 连续 性 与 阶梯 性 


本 节 我 们 分 别 给 出 可 分 过 程 样本 通 数 连续 与 阶梯 的 充分 条 
件 ， 后 面 将 用 到 它 。 

(一 ) 样本 函数 的 连 线 性 

注意 ， 为 使 函数 在 [0 ，c) 上 连续 , 兵 需 它 在 任 一 [ ,5 
sc<pb 工 连续 即 可 。 故 只 要 考 感 人 = 一 [aa 。 52 的 捕 形 ， 洛 证 
一 引 理 ， 以 下 均 设 {%。，f 三 人} 有 林 T 分 . 

31 理 1 市 蚌 4% {EECa, by} 的 可 分 集 ， 站 是 例外 集 ， 
如 样本 立 数 x*{ tt，@)， 中 基 六 在 六 上 一 致 连续 ， 列 它 在 [Ca， 
二 ] 上 必 人 一致 连 续 。 

证 明 任 给 # 半 0， 由 甬 设 存在 8 守 0， 只 要 lf/ 一 rs 之 ， 
fi ra 芋 尺 就 有 

Cr OI Xr OO) ef, (1) 

对 任意 二 ,+EL4， 上 村 一 f' 守 3， 由 可 分 性 知 ， 存 在 ?7; 刁 
太 、 和 使 


rr $i! ri oo x tl, ol< -3 -==1,， 2, 


于 是 由 (1),，(2) 得 
16 。 


| 文人 
十 | * Cr, DI— (r,s | (rs wD)— x (Cl,, | 


E E E 
-一 一 一 一 . 十 . - 一 中 
< 3 ， 


定理 1 元 不 窒 主 三 个 实 激 0 这 90， 0 及 co 沁 0， 使 对 
任意 上 ， 1 十 Ea， 加 27 家 
Flx—g. clihl,, (3) 
网 tx， 全 Ca，65 3 的 几乎 后 名 的 样本 苹 交 连续、 
证 明 不妨 设 [a ，81 二 [0，13， 否 则 作 变 换 
x Ct, B= X(T- a)t, oo), 
由 马尔 科 夫 不 等 式 


Pam sd> de PT i (4) 


当 | 声 10，(4) 式 右 方 趋 对 0， 可 入 {小 随机 连续 ， 从 而 由 
§ 1.2 定理 1 知 {20) 完 全 本 分 取 50，17 的 且 列 秽 集 








及 一 | 六 。， 及 一 日 。 1 2 ”， n=0, 1, 2， | 


为 可 分 集 ， 据 引 理 1 我 们 只 钴 证 {x’} 的 样本 十 数 以 概率 1 在 RR 上 
一 臻 连续 即 可 。 为 此 在 〈4 ) 中 地 qd = -zw ， :是 任 一 使 一 sa 
之 0 的 正 数 ， 则 


oes | 全):( 守 小 记 ) 
< 了 P 人 | > 人 去 Li-x 人 (区 > 站 


27— 1 
为 二 1 一 可 
C02, ga 2, (5 ) 
站 








所 以 


了 7 “* 


rp 


DE 


x 5 2 


得 = 站 
因此 由 Borel-Cantelli 引 理 向，( 5》 式 左 方 的 事件 以 概率 1 只 
出 现 有 限 多 次 ， 痪 言 之 ， 存 在 8B 使 PC(H) 一 0， 当 oo 关 玉 时 对 一 
切 性 2 =Mt om 六 有 











了 十 工 —_ xls -1 
| (去 ,oj 
一 0，1，…， 2 一 1 (6) 
国定 天 B， 注 意 ， 如 7 ER，r 忆 |- 寺 ，{ 志 1) 则 r 
必定 形 如 
rT 
其 中 4G:= 0 或 1 
b=- 训 -+ -3 二 十 3 由 1<i<m(b= 记 ) 
由 
xCr, 9) 一 x(- 去 ， o) 
m1 
< 》) [x Chis ®)— x (Ch,, wm) C7) 
i=0 


但 是 如 cr 一 0， WW, bi ) = Ci, 如 Cr 一 1， WU Cb, bs, ) 为 形 
如 | 和 ar，-dL]。 故 由 《6)，(7 ) 得 


| >(r， o)—«( 25 ， @) 长 中 2 
it 三 0 
2 DY 2 B 2", (8) 
i= 站 





其 中 假定 站 >> 1 。 于 是 对 任 给 的 #> 0 ， 选 M， 使 得 当 * 六 M; 时 
82- < -5 一 ， 这 时 也 有 2<-5-。 如 ri mnER 且 上 m 一 nl< 
miat2 1，273， 那 么 在 m 与 六 之 间 至 多 只 能 有 一 个 形 向 
让 的 点 ,其 中 中 maxtMiKa)， MD (否则 ， 如 有 - 直 ， 





如 _， 风 仅 此 两 点 之 差 就 不 小 于 min (2-ate，2"y)。 国 此 询 丙 
种 可 能 ， 或 者 对 某 1 (0 < ! <<?”) 








上 十 工 
rnE[ 2 
或 者 
一 1 十 1 
Ts nc BE 了 ! D3 » 


其 中 二 max (HCw@)， 江 让， 不论 哪 一 场合， 由 《6 ),，《 8 ) 我 
们 都 有 
[x OI— XxX{r, ©)<E, 


例如 在 第 二 种 场合 ， 设 世 - 却 - <r。， 那 么 





[x Cr DY Xr,, oj|<| xcr o) 一 x (TE oj 
A ) 


E 
i 1 
(rs 3 3 4 








故 *(+， 中 ) 在 玉 上 一 致 连续 。 

由 上 可 见 满足 条 件 “ 3 ) 的 随机 过 程 必 存在 连续 修正 过 程 。 
条 件 《3) 可 粗略 地 理解 为 ， 要 求 过 程 的 振 驾 1xx( @ ) 一 :由 四 外 
平均 说 来 要 一 致 地 小 。 下 面 的 例子 指出 ， 上 述 形式 的 条 件 不 能 再 
改进 ， 亦 即 其 中 的 * 不 能 去 掉 ， 

了 9 * 


A 


例 设 tz， 1 Et0，1] 为 $1.3 中 请 5 前 随机 过 程 。 设 
天 0，7x( 2) 表 集 4 的 示 性 阔 数 ， 则 

Elx—xond Elonni Pt, f+h)=h, 
如 久之 0， 阅 样 可 得 

Elxis—Xd Pp {CI 二 | | 

可 见 {x 满足 条 件 《 38)， 其 中 = 0 。 但 已 知 {x 的 术 本 函数 
以 概率 1 不 连续 。 

从 定理 的 证 明 可 见 ， 驼 件 《3) 可 用 如 下 较 宽 的 条 件 代 粹 : 
存在 >>0，=>>0 及 党 4， 使 对 任意 d >0 有 





Plx sl> dq) | C9) 


由 马尔 科 夫 不 笑 式 ， 如 《8 ) 成 立 〔9) 也 成 立 
系 如 txn +ECa， 捐 站 的 增 量 
Axs—= Xma—X ts 了 十 点 GEEa， 上 了 
是 正 态 随 机 变量 且 ECAx) 一 0，DCAxi) 寺 61A1， 其 中 : 0， 
c 这 0。 则 tx) 的 样本 函数 以 概率 1 连续 。 
证 明 只 需 证 杀人 忻 (3》 成 立 。 由 设 


-2 
刘 1 2 中 
ElAxl'=5 oj le 2of dy, 


其 中 咕 一 局 (ax。 作 变换 ?一 oz ， 则 上 式 右 方 化 为 
or 2 


7 ze 2 dz 一 BtDCAxDy 


Be 1IA3， 
其 中 B 一 | lzre dz 选取 = 使 -2 >1 肥 
得 ( 37。 
pA 3 


上 





{二 ) 样本 函数 的 阶梯 性 

定 文 1 设 xfrf)， Er[a， 1 为 普 吕 的 函数 ， 如 存在 Ca 
bi 了 近 有 益 分 割 a 一 了 已， 使 得 

(i) (f=c( 党 洲 ),， tA 0 1 

(ii) x 一 0) 及 x(fT 0) 行 在 旧 不 条 壬 【对 石 或 声 自 
”要 只 有 右 极 限 或 左 概 眼 )， 一 0，1，…，1 

人 一 
册 称 xfCr) 为 定 史 在 Ca， 二 ?上 的 输 简 函数 ， 称 8 一 1 2， 
一 为 xi) 的 峡 获 点 . 

定 祥 2 称 xfr) EECa，ceo) 为 阶梯 函数 ;如 存在 数列 
Do eofB> ay 使 x+) 在 每 一 [ab 上 是 阶梯 函数 . 

用 Um Cio 各 表示 [4， 5 中 任 一 有 限 点 列 生 所 二 所 
SUD) 类 示 如 中 使 
. XC 

的 指标 i 《0 志和 各 一 1) 的 个 数 ， 记 
Ss=supSiU), 《107 
v 

其 中 上 确 界 是 对 一 切 可 能 的 UCCa，# 而 隐 的 。 样 本 遂 数 x 全 
oO IECa，5] 所 确定 的 S 用 Sm) 夷 之 。 

引 理 2 入 总 为 1 4tECa，b1 的 可 人 分集， 六 是 例外 
舍 ， 则 

S(@)= supSCU, Ww)， 人 DEN, 
亚 它 时 

证 明 显然 右 方 不 大 于 左 方 。 反 之 ， 对 娃 一 百 一 0 匡 ]y 

4) 二 Ea，65I)， 令 


5 一 (Hip1— #7) C11) 
1 


min 
Di 
[3 =min 号 {iy DO} 一 i (Hy jE oD) 
和 (12) 


a" 27 : 


he me -1 


由 可 分 性 ， 存在 rj 世人 和 使 
i —ri | Cu 9)— Yr 0)< 3 OEICn, 


(13) 
于 是 由 (11) 一 (13) 条 mr <ro 面 且 如 * wi， 吕 ) 羡 
Xtins OO MXC DO) ri w%)。 因 此 我 们 有 

SC(U, a)ES(V, 为 
其 中 有 一 人 ro ro rR, 让 而 


SCo)Esup SCU, ©), 
UR 


引 理 3 设 {z，fEra， 65] 关于 书 及 只 可 分 六 是 关 
于 已,， 玉 :的 鲍 外 集 ， 如 RMNR=BHS(m)<, 器 活 入 ， 则 
样本 孙 数 x(+， ), @ 闫 和 N 是 阶梯 的 

证 明 轿 定 @ 吴 N， 对 任 --! 扬 C4， 上 J， 存在 8 之 0， 使 得 
拌 本 函数 x (Cs, wm) 在 Cf El 1) 中 为 常数 ， 否则 ， 必 可 
找到 点 玛 主 民有 和 使 1 本 1t 且 {ti Dm) (firs 避 ) 故 
S(U,., Dm)= 有, 其 中 [一 对 ty, {5) 从 而 SCo) 一 ce， 这 
与 假设 矛盾 。 辐 理 ， 对 任 一 ! 伍 [a，b)， 存在 se:>>0 使 x(s， 
aa) 在 【ft，t 二 es) 中 为 常数 。 因 此 ， 对 每 一 1 忆 [9，68)， 
存在 &1: 之 V0 合 样本 函数 x(5， 名) 在 (i 一 ers i) 及 i， 
1 十 se) 中 分 划 为 常数 值 (如 1 一 4。 或 b， 不 乱 补 充 ( 9 一 Ee， 0 ) 
及 (5， 上 十 8))。 于 基 由 有 限 习 盖 定 香 知 ， 存在 有 限 多 个 (4 
ees bien) f=1, 2 1, 笑 


Ca, BIC UU Ge ten), 


i=1 

可 见 司 x(s5,@) 馈 断 的 点 内 能 在 三 上 ,但 在 每 一 亡 上 基 人 一 0 
oy 及 >x(fT0，w) 都 在 在 ， 故 晋 下 证 明 x(， 呈 ) 一 
和 人 一 0 四 ) 或 (fit 0 加) 由 可 和 分 性 知 ， 起 并 闫 RR, 必 在 
。 22 « 





在 六 所 民 ， 使 Pr 有 上 且 xfr Oo) fi OD) 【Teoo)]。 可 
见 x(i a)=x (f+0，m) 或 x (1 一 0，wm), 因而 便 
x (ss，%m) 不 等 于 其 左 极 限 、 也 不 锋 于 其 右 极限 的 点 只 能 在 RR， 
中 ， 同 理 这 种 点 也 应 在 及 中。 但 串门 及 一 局， 由 此 说 明 这 种 点 
是 不 在 在 的 ， 
定理 2 设 {x，fECa，81) 可 分 且 对 任意 ff， EC[a， 
5]， 有 
Plxaex ot — 8), {14) 
其 中 6 为 常数 ， 则 {x:，i 伍 [9 ， 芋 池 的 样本 子 数 忆 概 率 1 为 阶 
梯 的 ， 
证 明 由 《142 
P(e—xd > DSS 0 (1s), 
故 {x 随机 连续 ， 从 而 完全 可 分 。 任 取 [9，65 3 的 两 个 不 相交 的 
”可 列 稠密 子 集 及 ， 有 。， 设 六 ， 靖 :分别 为 关于 有 和 瑟 。 的 例外 
| 集 ， N=NUN,. 将 五 : 的 点 按 基 序 排 为 7 a 取 其 前 
十 1 个 点 并 按 太 小 重新 排 剂 成 口 ,一 Cfo， …14)， 由 引 更 2， 
当 吕 锋 条 时 
So 一 lim S(Us m), (15) 


下 证 号 ( 吕 》 是 随机 变量 日 2S<ce。 为 此 定义 随机 变量 
1， 克基 Criy DI (Cris 名 


EC 0)= 
0， 如 Cri 四 一 (ris 中 ) 
~ 1 
天 SCUs。6，@)== ?1 E(w@)， 从 而 由 (15) 知 SCo) 是 随机 变 
7=0 
量 。 又 因 有 (Us SCU。)， 据 单调 收 误 定理 及 【15) 知 
ES= lim E{SCU,)}., (16) 
另 一 方面 


= 2 = 


i 1 





罚 一 1 

-= 了 PCN EK) 
f = 0 

< clr ee(s—o). 
7 = 


所 以 ES<oo。 令 

M={@1S(0)=0%}, A=MUN, 
则 PCA4)= 0 且 当 名 锋 44 时 SC 中 )<oo， 于 是 担 引 理 3 知 样本 示 
数 x (5，wm)，%m 刁 A4 是 阶梯 的 ， 


习 辣 


1. 设 { 了 全 ra 二 完全 可 分 ， 如 对 [5o.] 中 的 任意 有 育 限 点 列 
有 | 


到 一 二 
bp (x 和 Xt) 和 《常数 )。 
于 一笑 


证 央 {*:} 的 样 亲 了 落 数 以 概率 工 是 防 樟 的 ， 
2. 谈 {xo 4 Ef0o) 为 只 到 正 转 数值 的 可 分 过 程 ， 如 车 任意 工 芝 0 
及 h 记 浊 有 
让 
kT 
其 中 》 汪 6 是 常数 ， 试 证 {x 的 样本 晴 数 己 概 率 1 下 阶梯 的 。 
35. 设 {%r， 扬 [ 9a, 上 bb 站 可 分 具 对 一 切中 有 SCR) 之 oo，{x 汪 的 样本 本 
数 是 否 己 丈 率 工 脸 梯 的 ? 
4 设 {1xr + 三 [ G9, 台 J1 可 闪 。 姻 存 在 5 站 0， 5 六 0 及 5 之 0 使 对 
任意 4d 计 9。 有 





五 (xfree 一 3 二 下) = RE 


P Ore zst> d) je hr, 


证 明 {xe} 的 样本 浅 数 以 歼 究 1 连 红 ， 


5， 设 {x ttEEa， 让 阿 分 上 肝 在 [ay 二] 上 短 - 一 点 上 的 在 ， 右 极 引 都 
存在 。 令 n=], 2 B= 人 UU, 1 上 洲 中 
] i 器 


HH hm Day {tm -itny 0 (hm), 
1 和 3 


Ma 
证 证 如 lim > PU =0,，# 六 0 任意 出 


于 一 ee 
pag=1 
{的 样 水 现 数 以 概率 1 连 冻 . 
提示 令 N: 表 使 | x C+ Or -人 自 | 人 上 的 上 的 个 数 , Nf” 让 合 
2 的 二 的 个 获 ， 则 weslim mg 后 ， 由 此 证 明 二 We = 
0 
0， 故 以 概率 1 对 性 意 + 有 x {1 -0)=x(t+1+0)。 


6. 设 Ct), + ECL#, 65] 为 普通 的 画 数 ; 如 罕 在 点 列 5 志和 近代 之 过 
fw 谤 686。 请 足 
| 
谣 称 了 tt) 在 Co, 56] 下 至少 有 mm 次 5- 跳 晓 . 试 证 (1) 在 rq9,5bI 上 每 
点 的 堪 、 右 极限 存在 的 充 要 条 件 为 对 任意 0 ft) 在 Cab 上 只 
有 有 限 次 上 -由 胚 。 


a 








正 态 和 过程 、 维 纳 【WWiener) 过 程 (也 称 布 朗 运 动 ) 及 普 阿 松 
(Poisson》 过 程 是 三 个 在 理论 和 应 用 中 都 很 重 要 的 特 殊 随 机 讨 
程 ， 后 两 个 这 程 将 在 第 六 章 人 论述， 本章 我 们 介绍 正 态 过 程 的 基本 
酸 念 及 其 广 质 。 


82.1 多 维 正 态 分 布 函数 


说 已 给 ” 维 疝 量 和 = (0 ma sm， 其 中 人 一 1，2， 
…， 儿 ) 是 实数 ， 以 及 nn x # 阶 实 对 称 非 负 定 矩阵 A=Chn)， ， 
二 1，3，…， 负 ， 亦 即 满足 下 列 符 件 交 实 算 阵 ， 

【《 i) 对 称 性 ， 二 

《 广 ) 非 负 定性 ， 对 任意 不 全 为 零 的 实数 et，9，…*aw 有 


>) 入 PxGTOez2 0 , (C1) 
if. k=1 


了 
由 概率 论 的 知识 知 ， 当 A 的 行列 式 |Al 志 0 时 【如 二 是 对 称 正定 的 ， 
即 不 等 式 (1) 严格 大 于 零 )， 如 下 定义 的 # 元 请 数 


1 
fi Vas es Ya) = Tor TA 


Bnly—m) Cy ml , (2) 


f 1 a 
。exp 1 一 一 一 
一 了 证 二 1 


其 中 (bn) 一 A"' 为 A 的 逆 年 阵 ， 是 # 维 概 宰 密度 函数 ， 即 满足 
f(y yo ye) 0 且 
ff dd 10, 
由 f(y,,…, ys》 决定 的 分 布 函数 称 为 # 维 正 态 分 布 函 数 ,其 
特征 函数 为 @ 
于， 四 正明 可 大 下 [上 8 2.6 及 是 2.12， 
， 26 « 


并 


i 
中 {fs ts “=exp > 六 让 一 2) 入 :kW 


jrR=1 中 
(3) 
下 面 我 们 把 1 维 正 态 分 布 丽 数 的 定义 扩展 到 A 是 非 贫 定 的 场 


合 。 为 此 先 证 明 

引 理 1 性 给 # 维 向 最 m4 二 Cm,mm) 及 nn x nn 阶 实 对 称 
非 负 定年 阵 大 二 (Xm)， 则 由 C3) 定义 的 # 元 范 数 中 (tis*…, 术 ) 是 
特征 函数 。 

证 明 ”如 A 是 正定 的 ， 上 面 已 说 明 结 论 正确 。 如 入 非 正 定 , 对 
每 一 正 数 3 六 0， 定义 价 隆 


[ = A:= 





(C4) 


其 中 了 I 为 # x # 阶 单位 秆 隆 。 易 见 ， 对 任意 不 全 为 零 的 实数 aj, az 
"yp Cuy 我 们 有 


9 [9 二 
1 
> 和 全 ajax 一 >», 和 ia 十 一 一 2) Bradsas 
j,kh=1 jrk=! 六 下 = 工 


故 A, 是 正定 的 ， 由 《4 ) 局 然 A 是 对 称 的 ， 因 此 


n 


si xp i 2 Pity 一 -和 2 Mo] (5) 
j= 1 jE=1 
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国 为 由 it oot)》 连续 ， 搬 特征 遂 数 列 的 极 卫 宝生 即 知 中 (h,…， 
定义 1 设 已 给 维 阿 BE 了 安 对 
称 非 负 定 矩阵 A 一 Chn2， 称 册 特 征 沙 数 
1 打 
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决定 的 分 布 曾 数 为 n 维 正 恋 分 布 涟 数 ， 并 记 为 NCm A2。 刀 | 机 = 
0， 就 称 此 正 态 分 布 函数 为 录 化 的 - 

当 台 一 了 时， 只 只 仿 一 个 元 素 ， 通 常 记 此 元 素 为 工 兰 0， 对 
应 的 一 维 正 坊 分 布 亢 数 记 为 必 (rnaz，5)。 

定义 2 称 随机 和 辣 莽 荐 一 Kx xx 为 n 维 正 恋 向 县 ,如 
发 的 分 布 函 数 为 站 维 正 态 分 布 函 阁 。 

例 〈 二 维 非 明 化 正 访 向 最 ) 设 甘 =Cx wy 的 分 布 函 数 为 


Ol rod, 


NOHm，A)， 其 中 I 二 (m， tm )， =| ) i>0, nl<1, 





rolgs #3 
i 1 » 2 和 # 因为 
[IA|= (0.0,)— ro.0,)’ 
=(900)7 (1 一 站 ) 0 
故 A“! 存在 且 
03 ?roos 
| [AR| 
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OG oF 
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由 《2 )，( 3 ) 知 有 的 分 布 密度 函数 及 特征 函数 分 别 为 
1 
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ex 1 pi 上 [和 or 一 mY me 
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及 
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中 (fi 1 expi 也 mt ~— OI 2ro ot, + oa 中 
了 = 上 


(8) 
利用 特征 溺 数 与 请 机 变量 的 各 阶 徐 之 关系 ， 由 “8 ) 可 入 
m=Ex, oi=Dxn j=1, 23., (C9) 
(3) 式 在 一 般 场 合 下 的 证 明 见 下 节 定 理 2。 
引 理 2 疏 一 (xi ya xno) 为 # 维 正 态 向 量 的 充 要 条 件 是 


ly No Nn 的 任意 线性 组 合 { 训 名 和 答 它 全 Mo=o 3 
性 
Y= » A 十 qo (C10, 
下 ”1 


为 正 态 随机 变量 ， 其 中 实数 列 el，ax ov 不 全 为 零 ，a, 任意 。 
证 明 充分 人 性， 在 《10) 中 了 到 ao=0，ar 一 1，qe 一 0， 
用 地。 由 设 即 知 x; 是 正 态 随机 变量 ， 记 
Exi=n Des f= 1 2, 1, (11) 
由 Sehwarz 不 等 式 
El — mx me A, 


故 协 方 盖 
五 【和 一 一) = A (12) 
存在 ， 令 (10》 中 的 a 一 0， 则 
天 了 一 2 yy 
f=1 
EDY = E(Y —EYY= )) hao, (13) 
jhR=1 
故 拯 的 特征 着 数 为 
Beexp| 计 > 了 人 -总 > Ware, 
-1 了 上 三 上 上 
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证 上 式 让 和 = 1 ， 得 于 的 时 征 函 数 


其 中 矩阵 上 一 (ri 让 《12)， 《13) 敌 是 对 称 非 负 定 的 ， 所 以 区 为 
2 维 正 态 向 量 . 

必要 性 ， 设 关 的 分 布 函 数 为 Ntm，A)， 其 中 更 Cm *…， 
mo) 和 二 Cn)。 任 了 到 ae 太 不 全 为 零 的 实数 4.，6z,…，4s。 贡 随 
机 变量 


Y= > TX tt Ap 
k= 


的 特征 函数 为 


下 柄 ， 
立 be 
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上 式 表明 Y 的 分 布 函 数 为 NC58，o )， 其 中 


TT 


半 
EG=a+ Dnas om= DP) haa 
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$ ?2.2 正 态 过 程 的 定义 


定义 1 设 了 为 任意 参数 集 , 定 愉 在 《只 , 关 , PP) 上 的 随机 变 
量 集 会 {x.，&ET) 称 为 正 恋 系 ， 如 对 任 一 正 整 数 ”及 ci，oas …， 
aocET，(xs，xs ix) 是 于 维 正 态 向 量 。 特 别 ， 当 TCR 时 
就 称 正 态 系 为 正 态 随机 过 程 。 

如 不 特别 声明 ， 本 节 及 下 节 均 设 人 一 K0，co)。 宙 有 2.1 引 
理 2 立即 得 

定理 1 {x:。 1 汪 0} 是 正 态 过 程 的 充 要 条 件 为 其 任意 有 限 
多 个 元 素 的 线性 组 会 是 正 态 随机 变量 ， 
意义 。 

定理 2 设 四 二 (x,，x2，… ;Xo) 的 分 布 帅 数 为 NCm，A), 其 
P= Cn, Ms 1) A=Chm), 7 了， =1，2,…,#， 则 
m= Ex Man= EX— mi (Xk— mi), 


证 明 及 的 特征 函数 为 
中 (fs) | i D9) mb — 二 DD) Nab (1) 
fi， R=1 


j= i 和 
突 &2.1 强 理 2 知 x 是正 杰 随 机 变量 ， 其 特征 表 数 可 自 《1》 中 
全 有 一 0， 站 款 了 而 得 ， 即 


, 23 
中 (0， "0, ti, O10 }=exp 下 一 -2 A 和 


因而 =m，Dx) 二 和 Xj。 其 次 由 公式 


Exwx bE, 如 | 
六 att 





fi=fa==t= 0 
一 着 十 六 1 
得 
ECXI—tm) Cm — tr) EX — tm = Nk, 
由 上 可 见 正六 过 程 {x。 1 关 0} 完 全 由 其 均 什 mm(1) 及 协 
方差 上 (5s ，f)】 所 决定 ， 由 $1.1 定 理 23 知 KCs，1) 是 实 对 
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称 非 贷 定 和 的。 上 而 是 完 育 {3} 而 得 全 (1)，KCs，1),， FFE: 个 
们 证 昭 其 反 过 求 的 问题 ， 

定理 8 设 已 缘 矢 数 集 T=[0，m)， 实 什 况 答 入 (C1) 下 
对 夭 非 负 定 的 一 元 实 人 车 应 数 并 (3 ，1)，5，tED 了 ， 出 存在 
空间 {人 ，.F， 隔 ) 及 定 尽 存 基 上 的 实 正太 过 各 (zf1E7)， 人 使 
其 均值 为 mC 1 )， 协 方 凑 为 KC(s ， 了) 
证 明 对 任意 民生 和 二 了 7， 造 半 元 特征 函数 


中 -rany “rs (a) -eo| i 了 mi{tr)ar 一 
jo 
下 > ‘Kt, ae， C2) 
jrR=1 
如 此 得 到 的 特征 函数 族 


全 二 {中 n= 1 2 tT} 


满足 相 容 性 条 件 ， 即 Ca， 95) 一 sees (ans a 
bs 一 中 
其 中 ai，as pp， cw 是 1，2,…, #4 的 任 一 排列 . 故 据 和 1.1 定 
理 1 存在 ( 介 , 7 ，P)》 及 定义 在 其 上 的 随机 这 程 {2。， 堆 他 ， 绩 
对 任意 # 半 0 及 fT， hb， ;三 了 J，# 维 向 量 {Xr i"y 和 的 
特征 栈 数 为 《20)。 由 上 面 的 定理 2 知 
Ex — (fi), 

EC —m(t)) sm) = Ki, js k=l 2 

换言之 ， {x;) 的 均值 及 协 方 其 函数 分 别 为 mC 1) 及 KC3 ,1t). 
注 ”这 定理 告诉 我 们 ， 如 果 所 考 虐 的 过 程 的 二 阶 矩 总 lx 二 

<，IE 了 .而 且 所 研究 的 问题 只 涉及 和 进程 的 均 方 性 质 〈 即 能 用 一 、 
二 阶 第 囊 达 的 性 质 )。 那 么 ， 我 们 就 不 六 假定 原 过 程 人 为 正 态 
过 程 。 这 是 因为 如 令 mC 了 7)， 民 C5， 了 ) 分 别 为 th 的 均值 及 
协 方 羔 画 数 ， 则 由 定理 3 必 大 在 正 态 过 程 1y,，t 所 7) 使 它 与 1) 
有 和 相 局 的 一 、 二 阶 矩 ， 只 需 注 意 它们 所 在 的 概率 守则 可 能 不 同 ， 
9 





定义 2 设 科 ，f 守 0) 与 5， 1 之 0} 为 实 过 程 ， 称 复 值 
过 泽 iz/ 二 十 iY， 了 学 昌 ) 为 正 恋 的 ， 如 对 任意 #0 及 t，ts， 
为 2 玲 正 态 向 量 ， 

我 们 指出 ， 定 理 3 对 复 值 画 煌 mC1) 及 KC(s，1) 也 成 
立 ， 妈 存 症 复 正 态 过 程 人 2 二 %% 十 ;yn 二 次 0 使 


Ez=m(t), Ela—m(s (a— met) 
=K(s, t+). {3) 
实际 上 ， 设 
mm tinm( 1) KCs, 1+) 
=EK{(s, 1)+iK,(s, +). 
具 要 能 证 存在 二 元 实 过 程 人 (xt，y)，1 了 学 0}), 和 后 得 全/ 二 Xr 二 iy 
是 正 恋 过 程 且 满 足 





Ex=m tt), Ey=tn( 1 ), ] 
Elm sD) mt 1) ECy,—m( s )) 

ym 1) = Ks, +), | (4) 
EC —m( s (ym 1))—— KCs, +)| 


即 可 。 因此 由 KK(s ，1)= 二 KCCI 了， 85) 知 
Ks, 1 )=K,(1, 5 ), Kls, +t)=—K,(t, S ]。 


《5 7) 
人 又 由 《4 【5) 得 
Ea=Ex tiEy=m( timt tt =m tt), 
五 《有 一 强人 Sa 一 号 
=EtXx ms wnt Dt Ey mt ss)) 
* pm DFE Nm Nv mt 5s )9 
iECx—m( s Dy mt t )) 
= Ks tt > Kils, 1)— ) Kkt, s) 


外 了 3 重 


i aa 站 a 





+ Ks, 1) 


Kt{s, f+iK.(s, 1) 
Kts, 1), 
为 证 存在 满足 《4) 的 二 元 正 沪 过 程 ix，yy)，1 实 0}， 任 取 
i ts fn 0 并 令 
m= Ct ), es to), halt ), ,te)), 
并 一 人 
Eslh, hh) Rd) —K st 于) 的 
[让 (ht) KI Kt LK et) | 
K sf) ‘kK at 2 Et i) 下， Ca bo) 
Kt ty .—K, ,Co, 1) K fot) K ie 4 


则 A 是 实 对 称 非 负 定 2 x 28 阶 什 阵 。 实 际 上 ， 对 任意 不 全 为 零 的 
实数 Cs Cer "sy Cons 证 Ui 二 Ciy 有 一 Con 二 本 则 一 方面 


一 工 . 
2 


2zm n 
上 > 
2 Ancrcr 一 一 »! Kn te) ara + Bba} 
了 ， 中 = 1 i 上 R= 1 
1 nr 
to 3 Ks tn) hae—aby, {6) 


ij, R= 


男 一 方面 ， 如 令 吕 =, 十 104， 则 由 天 (5 ,t+) 的 非 负 定性 ， 我 
们 有 有 


时 
oO 2 Kh thi 
于 ,由 = 1 
n 
3 Ett tam bb 
j,k=1 


—i ») Kss tr) (brar — be 
i: 皮 二 上 


ae 


拓 
= 2 K {tsti) ajax + bb 
j,kR=1 


+ DY) Kt,ti) {bo ob (7) 
i,k=1 
最 后 一 等 式 是 因 上 式 左 方 为 实 值 ， 因 而 右 方 的 虚 部 应 等 于 零 。 由 
《6)《7) 知 A 非 负 定 。 
今 对 五 ，a， 得 24 元 特征 哆 数 


ese CE Ls cay Con) 


=exp | | > m.(f)a7 十 > mop] 
= 1 7 


1=1 


一 1 了》 moe (8) 
jrk=1 + 

其 中 Gy 与 0/，b; 的 美 系 同 前 。 于 是 如 了 同 定 理 3， 存 在 二 元 随机 过 

程 长 xi Ye), i120}, 使 对 任意 人 之 0 下 二 toy "sy 2 0, 

(x Ns Yr 1 的 特征 函数 为 《 8 )， 由 定理 2 可 施放 4 ) 

满足 。 





$2.3 正 态 过 程 的 性 质 


定义 1 称 随机 过 程 {x:， + 之 0) 为 独立 过 程 ， 如 对 任意 
及 1s 天， 随机 变量 xz， 相互 独立 。 

定理 1 正 态 过 程 tx 。， + zz0} 独 立 的 充 要 条 件 为 天 (3，) 
=0,， 31， 

证 明 ”对 任意 #11,…， ts 字 0 因 KK， 7 二 0，j 夺 上， 
故 止 态 辣 量 《2 1) 的 特征 洱 数 


中 (a Gs oe >» mf)ar 


+=1 
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1 泽 
一 到 六 天 人 bai 
1 = 1 


Li 3 
一 TT eXxD { int 一 了 上 
j=1 


由 和 2.2 定 理 2 知 ， 上 式 右 方 是 xx，7 = 1，2,… 呈 的 特征 天 
数 之 积 ， 故 它们 格 互 独立 。 
反之 ， 如 si， 因 x 与 %% 独立 ， 得 
Kls, 1)=Exix—m(s mn(Ct) 
=ExEx— me mt )= 0., 

同 忆 上 节 定 理 3 下面 的 注 ， 如 我 们 考虑 的 过程 4x,} 踪 了 满嘴 
F|zx 沾 客站 还 是 不 相关 的 ， 即 满 是 忆 %% 二 XbEw， 这 时 KK(s 
1)= 二 0，s 夺 +t， 从 而 握 定 理 1 我 们 不 仅 可 设 原 过 程 作 是正 
态 的 ， 而 且 还 可 设 {1x%+ 是 独立 的 ， 

引 惠 ] 设 一 维 正 六 分 布 较 数 列 Fi= 二 NCmt，on)， 玉 二 1 ,2 
“…，。 能 收敛 于 基 一 分 布 函 数 琅 ， 则 正 也 是 正 态 分 布 滔 煌 旦 FF = 
NCLm，0)， 其 中 


m=limm, 9!=limoai, C1) 
月 一 上 


让 -全 co 
证 明 设 王 及 三 的 等 征 函数 分 别 为 $ 受 中 ， 由 设 
$ Ct)= lim bn 1) 


入， (C2) 





= lim expj] im 一 
下 -全 
因此 ， 如 能 诈 《 1 )》 中 二 极限 存在 ， 由 《2 》 即 得 下 再。 和 由 ( 2》 
[Cllim (8 1)1 = exe( 一 二 -ao 和 


办 中 (+) 和 连 急 间 0) 一 1， 攻 在 在 0 二 1， 使 由 (bb 二 
0。 从 而 
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la 中 Co in 


土 臣 说 明 im 存在 ， 记 此 极限 为 0。 于 是 在 [0 ， 工 ] 土 一 臻 
地 有 

lim exp( 3 9 F)=exp 二 经 ) 
且 丙 三。 济 收 仑 于 玉 ， 故 也 一 至 地 有 


Ji $a 了] 一 中 人 


， TR 拉 了 > 
eh ie —> (i)e? 《oo)， (3) 
故 
gs 
1 中 Ci)e 3 (= lim le™wl= 1. (4) 
今 取 积分 线路 
他 2 下 
可 
CO zz 一 te ，0< 扫 1 实 1。 


由 【3) 曲线 吧 : 在 (0，11 上 一 致 收 敏 子 C， 歧 然 在 积分 线路 上 
lz|=1 寺 9， 故 


im - -| 2 (A ”00), 


这 就 证 明了 了 兰 一 lim ma 存在 。 





利用 引 理 1 及 82.1 引 理 2 可 将 正 态 系 扩展 如 下 。 
定理 8& 设 基 = fo 9 人 7) 为 正 态 系 CT 任 意 ), 基 用 区 张 成 的 
钱 性 华工 (二 ) 《 即 由 天 中 有 潮 多 个 元 素 的 线性 组 合 全 你 所 构成 的 


ss IF 


i 


集 ) 也 是 正 态 系 ， 

证 明 LICX) 中 有 限 多 个 元 素 的 鲁 性 组 合 可 趟 成 立交 有 限 多 
个 元 素 的 线性 组 合 ， 由 $2.1 引 理 2 知 此 线性 组 合 为 正 态 随 机 变 
量 。 再 用 一 次 引 理 2 即 知 工 ( 瑟 ) 是 正 态 系 。 

定理 $ 设 轩 = 位 。。，aGY 为 正 态 系 ， 刚 发 在 依 报 率 收 绩 
义 下 的 闭 包 已 仍 是 正 态 系 。 


证 明 任 取 气短 其 ， 1 一 1 2 设 
和 一 下 Xi 及， 


其 中 Plim 表 依 概率 收效 ， 由 


因而 y oi%1, 的 分 布 画 数 刻 , 弱 收 伍 于 3 a:xi 的 分 布 函 数 下 ， 


i=1 1 三 1 


但 FF, 是正 态 分 布 求 数 ， 大 由 绰 理 1 知 下 也 是 正太 的， 从 而 
2 axr 是 正 态 随机 变量 ， 利 用 8 2.1 引 理 2 即 得 定理 。 


i=1 


由 于 正 态 过 稳 的 有 限 维 分 布 沙 数 完全 由 mt{ 1) 及 KC(s,+t) 
所 决定 ， 自 然 希 望 通过 对 mC1)， 攻 Cs ， 了 附加 某 种 限制 能 
导致 过 程 的 样本 函数 具有 好 的 性 质 ， 下 面 是 这 方面 的 一 些 定理 。 

定理 4 设 正 态 过 程 {x,, f 人 Ecoa， 5} 可 分 ， 如 mm( 1)= 
0， 吕 (tw 一 X 0) 之 CIs 一 了 1， 其 中 5 守 0，E 记 0。 则 fxr 的 
样本 函数 以 概率 1 连续 。 

证 明 据 82.2 定 理 1，Ax 一 wa 一 2 ， t+AE Fa, 
6 是正 态 随机 变量 ,又 居 玉 (CAN) 一 0，D(Axi) 太 1A|:， 故 
据 §$1.3 定理 1 的 推论 知 {x 的 样本 了 国 数 以 概率 1 连续 ， 
定理 5 设 正 态 过 程 {wr;，fG[G， 日 ]} 可 分 ， 如 和 (EL) 连 
(Ss， 对 任意 5，tE[Ca 5] 满足 
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LRC 一 天 (DSS 

其 中 20， 人 0。 则 亿 的 样本 函数 以 概 雍 1 连 急 。 

证 明 令 y 一 一 m1)， 由 mt) 的 连续 性 知 {ys 埠 
[6a， 所 站 为 可 分 正 态 过 程 ， 而 且 

Ey= 和， 
万 [入 一 区) 一 万 人 (一 % 站 一 | 天 (3 $8)~K(Cs, 1) 
十 下 [1 一 外 ( 人 Ts 和 3clf ~ sb, 

出 定理 3 知 {3 的 样本 函数 ， 从 而 {x} 的 样本 还 数 ， 以 概率 1 
连续 。 

了 下面 研究 套 本 函数 的 可 导 人 性 。 

引 理 2 设 可 分 正 态 过 程 1x%,， 1 之 0} 满足 条 性 


ml)=0, Dir-x os — ti, 56) 





其 中 o> 0，。 汤 9， 则 对 任 一 + 渤 0 及 6 > 一 ~， 有 


Tw |X¥r — -本 一 xi 一 如 _ 
P( Im 四 lim, ee = 一 )=- !. 
证 明 对 7? 污 9 ，5 之 0 及 正 整 数 #， 记 
Br,n,r = {0 了 EA DD 2 — al oD J) 过 ns8}, 
因 %,w 一 Xs 是 正 态 随机 变量 ， 由 《5》 条 其 均值 为 等， 方差 厂 一 
Dlxm— wos’, 吉 


1 —y? 
Pom) Ea zc) ycnsb PD (六 jp* 





na Dn RB - 
a I 《5 ) 
2 B-—— 
选 fs 上 一 1 2， 小 使 sr 且 3 S22 了 之 co， 则 由 《6) 
外 = 人 


扼 


* 89 + 


hee， am 和 四 Tim rm 
Lo mi 


呈 
DY P(B,os4)< eo. 
=1 


于 是 据 Borel-Cantelli 引 理 , 存在 4.。 (Air = 1 第 得 对 %mEE 
Aun 有 MCm)， 当 吕 汪 和 CD) 时 成 立 
lx Dm ) Ox | 

| 


中 





# 雪 
负 见 当心 会 4 时 


了 es 1) SN ON ~ , 





令 口 1 一 门 4 则 PEHD= 1， 所 


和 一 





本 EA 卫生- =o0, WEH: ， C7) 
岗 理 可 证 ， 人 存在 五 1， 已 (五 四)= 1 重担 当 wt 时 


本 le ) 2 一 ce。 C8) 


由 (7),， 《8) 邑 得 引 型 。 

定理 4f ”如 正太 过 程 {x， + 六 0 的 样本 函 整 以 概率 1 连续 
日 满足 条 性 ($5)， 其 中 = 三 2， 则 {x 的 样本 通 汐 以 概率 1 几 
有 乎 处 外 不 可 导 。 

证 明 ”不妨 设 {x+ 的 所 有 样本 险 数 连 续 。 显 然 tx} 本 分 且 可 
测 ， 令 











本 =1( i, om) 1 lim ol 4 一 全 并 
| so 


一 CO 一 2 用 
人 





A=Coi tt, 0)ECEA), 
» 40 * 





种 引 理 2 中 取 有 一 工 即 知 ， 对 任 一 了 之 0 有 PC 一 4， 闪 
中 4? 家 4 的 补 集 。 于 是 出 Fubini 定理 知 
LxP(lA)='0, 
其 中 工 为 CCL0，ce)? 上 的 鞠 员 格 测 庶 ， 因 此 存在 全 集 月 , P{B)= 
1， 当 @EB 时 
Liti(t, mEAY=0., 
可 见 样 本 国 数 以 颖 率 1 儿 乎 处 处 不 可 导 。 


习 是 


1. 设 (z ys 为 有 锥 正 融 问 量 ， 证 明 {1xzrmr = 1，2，… n+ 是 正 
态 系 。 

2， 试 举例 天 与 子 为 正 夸 随 和 机 变量， 但 天 + 不 是 正 森 陈 神 之 证， 
YY》 不 是 正 态 向 昨 。 

5。 试 蔡 例 天 与 了 为 正 意 随机 变量 ，BXF= 0 但 XX 与 7 不 独立 ， 

4 试 造 两 个 复 随 补 普 明 半 =2+TiXar 了 =31+Tys 便 1 YY 是 正 态 系 ， 
EXY = 0 但 关 与 不独 这 ， 

5, 设 1x， 1 节 0 为 正 楚 计 程 ， 证 明 下 列 二 条 捞 等 恰 。 

(i) 对 任 意 司 ,在 放 请 人 0 与 人 sb ex 
入 分 布 。 

人) Ex= 常数 ， 区 (erf)=| 一 |。 

6， 讶 1 上 区 1 1 六 0 为 正夫 过程 且 它 们 和 在 独立， 证 明 
2 = io 为 复 正 态 过 程 ， 

7 了. 证 副 按 计 23.2 定 理 3 后 构造 六 下 下 守 过 程 1a=s+rryo 了 正和)} 具 
有 性 , 岳 刀 srzi = Ez.B2i. 

提示 利 册 83.2 的 (4)，(!5) 式 。 

“8 称 复 值 过 程 {2, = Xt iyt， + 定 } 为 独 疗 的， 如 {x yn +t 之 01 本 
两 独立 ， 邻 设 复 过 程 {+ 基 0 满足 百 jrls<oc，Eeanr = 开 mrFeoi 证 明 
存在 独立 前 复 正 态 进 程 ftzr， +t 守 01 使 它 与 1w,} 有 相同 移 均 信 及 协 方 辣 

提示 ”利用 上 题 下 知 在 在 复 正 态 过 程 {z， 上 2 0)} 江 足 号 eizr = BzrBep 
有 段 后 35zr 记 2B*， 由 小 二 方程 证 明生 中 强 衬 。 


* #1 =» 


多 


第 三 章 ”马尔 科 夫 链 


离散 参数 马尔 笠 天 链 内 么 典 独立 试验 序列 模型 的 推广 ， 最 初 
由 A. A. MAPRKROBC1856--1922) 于 1906 年 研究 虞 得 名 。 马 尔 科 
去 链 欧 理论 迄今 已 较 完 束 和 这 入 ， 在 自 然 科学 及 工程 技术 中 也 有 
广泛 的 应 用 。 本 章 介 绍 离 散 参 数 己 尔 科 夫 链 的 基本 理论 ，。 一 般 的 
马尔 科 夫 过 程 将 在 第 四 章 讨 论 ， 


$3.1 马 氏 链 的 定义 及 其 转移 概率 


(一 》 定 义 与 例子 

定义 1 称 定义 在 概率 空间 (外, FF, 卫 } 上 的 随机 序列 x0, xu 
Xx.… 为 离散 参数 马尔 科 去 链 C 以 下 简称 马 开 链 )， 如 果 它 满足 下 
列 一 条 件 ， 

《ii fxm 三 0 1 的 状态 空间 已 为 可 列 集 全 

《1)》 对 任意 站 及 状态 Dry 只 要 已 (%a 一 和 si 
Xo 二 1o)> 0， 就 有 

Plxean=iorlXo mio Xai ) = POXerl—isnlXa i ), (C1) 
条 件 (ii) 称 为 马尔 科 夫 性 (或 无 后 效 性 )， 它 是 马 氏 链 的 特征 ， 
¢ ]) 的 等 价 形式 见 定理 1、 

定 忱 2 马 氏 链 {xo 2 字 01 称 为 前 次 的 ， 如 果 对 任意 人 和 
及 任意 状态 i 和 ij， 只 要 Ptx= 1)>0，P(Xm= 1)>0， 
就 有 





各 这 时 可 各 空间 《后 ，. 锣 ) 中 深 为 巨 的 一 切 子 拱 启 成 的 J 代数， 
"* 42 * 





Plxan= 7 lx= i)=P(Xm= fx = i}, (2) 

相互 独立 的 离散 型 随 袖 宪 量 序列 xy xs, … 是 马 氏 链 最 蘑 音 的 
例子。 如 果 它 们 疝 分 布 ，1z 少 就 成 为 章 砍 的 。 

在 齐 次 的 鲜 形 ， 记 

本 一 lx 一 (3) 
并 称 pi 为 (xs 的 转移 概率 ， 出 pij， 站; 7 拓 互 ， 为 元 素 所 成 的 
第 隆 

五 一 (六 有 
称 为 {x, 的 转移 矩阵 。 转移 概率 pij 是 齐 次 召 氏 链 最 重要 的 特 
征 基 。 

为 一 解 蕊 成 性 ( 1 ) 式 的 至 观 意 思 ， 设 想 有 - 一 个 作 攀 机 返 劲 的 
质点 。 以 *. 表示 该 质点 在 时 刻 # 所 处 的 位 置 ,“x。 一 i “表示 质 
点 在 时 刻 7 处 于 关注 这 一 事件 。 如 果 我 们 把 时 肇 # 看 成 “ 现 
在 ”， 则 时 刻 09, 1, 7 一 1 都 表示 “过 去 "”， 而 了 时刻 # 十 1 表示 
“将 来 *， 于 是 (1 表示 在 已 知 过 去 5 一 2 一 和 Wo 一 训 - 
及 现在 6 二 is 的 条 件 下 ， 江 点 在 时 说 # 十 1 处 于 状态 is; 的 条 性 
概率 ， 只 依 顿 于 现在 发 生 的 事件 “= 一 加 ” 而 与 过 去 曾 发 生 过 
什么 事件 无 关 。 简 殊 之 ， 马 氏 性 表示 ， 在 已 知 “ 现 在 ?的 条 性 下 ， 
“将 来 "与 “过 去 ”是 独立 的 。 

转移 袜 率 p;; 表示 质点 在 时 刻 # 自 状态 i 出发， 于 时 刻 # 十 
1 转移 到 状态 7 的 概率 。 洗 次 性 条 件 ( 2 ) 要 求 此 转移 入 率 与 地 无 
关 ， 即 无 论 质点 在 何 时 处 于 状态 ; ， 只 要 由 计 出 发 经 一 单位 时 间 
转 到 7 ， 其 概率 都 相同 . 

本 意 只 限于 考虑 齐 次 马 氏 链 。 往 后 总 假定 构成 条 件 的 事件 有 
正 概率 ， 以 避免 条 忻 概 率 的 不 确定 性 ， 以 后 不 再 一 一 声明 ， 

下 曾 举 几 个 号 氏 链 的 例子 。 

例 1 简单 随机 游 动 设 0 王立 常数 。 三 1 之 29 … 为 独立 同 分 布 
的 随机 变量 序列 ， 而 且 

Plzs= 1)= 2p, Pls,=— 1)= 4 Pl2s=0)=r, p+ 





和 


i 


中 二 了 一 1 0p 81 0 后 1。 专 
Sa 一 Xi 十 与 十 十 2 (C4) 
测 {xss 9 二 全，1 "为 齐 次 马 氏 链 。 其 状态 空 闻 EE=12 二 和， 
1 二 0,1,-…}， 转移 概 环 为 
pin= py pt 二 4pii 二 ?7 ， 此 余 的 bi,;= 0。 {5) 
证 明 很 简单 ， 留 作 习 题 ， 称 上 迄 的 tx”=0， IT 为 管 单 参 


机 游 动 。 特 别 ， 如 P = 一 - (从 而 r 一 0 )， 就 称 {x} 为 地 称 


随机 游 动 . 

菏 单 随机 游 动 的 直观 意 久 如下。 设想 有 一 质点 在 数 轴 上 随机 
地 游 动 。 每 一 单位 时 间 移 动 一 次 ， 每 次 具 能 向 左 或 交 右 补 动 一 
单位 距离 ， 或 原 地 不 动 。 设 质点 的 初始 上 位置 为 4 ， 它 向 右 移动 的 
概率 为 冲 ， 向 左 移 动 的 概率 为 9 , 原 地 不 动 的 概率 为 ri 记 十 9 十 
7 二 1 )， 和 加 图 1 所 示 ， 以 x 表示 质点 经 ” 次 移动 所 处 的 位 时， 
则 {x。 5 二 0 ,1,…} 就 是 简单 随机 游 动 ， 它 代表 了 质点 的 运动 

.一般 的 随机 游 动 见习 题 1 . 


和 
2 


一 i 0 3 2 一 1 不 环卫 
图 1 


鲍 z 。 带 吸 收 克 的 随机 游 劲 。 设 简单 请 机 游 动 {xwrR01+ 的 
状态 空间 为 40, 1,23,…, 56}， 如 质点 移动 到 状态 0 或 5 后 就 永 
远 停留 在 该 状态 ， 亦 即 如 po,o= 1， 二 1， 其余 的 pr; 与 (5) 
同 。 就 称 fs 为 带 两 个 吸收 攻 0 和 上 5 的 项 机 游 劲 。 其 转移 矩阵 为 


-dd * 





例 3 如果 情 2 中 的 质点 当 到 过 状 态 0 或 后， 下 一 -次 移动 
必 返 回 ， 亦 即 如 暴 Por™— 1], Ps-i= 1,， 就 称 0} 为 带 两 个 反射 
壁 0 和 和 5b 的 随机 游 动 。 


到 
! 2 1 
了 A 
0 1 bl 
El 这 


自然 我 们 可 类 伺 好 定义 只 带 一 个 吸收 【或 反射 辟 ， 例 如 旨 
左 吸 收 攻 0 而 让 一 ce， 或 者 带 左 反射 右 吸 站 如 等 等 的 随机 
游 动 。 

例 4 设 进 行 一 列 独 立 试验 ， 每 次 试验 成 功 的 概 率 为 p， 失 
败 的 慨 率 为 9 。 以 x， 表示 前 “= 次 试验 的 戌 功 次 数 , 则 {ro ff 字 们 
是 齐 次 马 基 链 。 五 一 10 .1，2，… 小 ， 


例 5 生 灭 链 。 观 察 某 种 生物 群体 ， 以 知事 示 在 时 刻 # 群体 
的 雏 征 ， 设 为 i 个 数量 单位 ， 训 在 村 刻 # 十 1 增生 到 i 十 1 个 数 
噶 划 位 的 黎 率 为 5,， 减 严 到 i 一 1 个 数量 单位 的 概率 为 %;， 和 保持 
不 蛮 的 注 雍 为 天 一 1 -10 十 2。 则 (zw 区 0) 为 齐 深 马 氏 链 ， 
E={0,1, 22007, Pory Door bootao 一 0 )。 如 


* 4 


人 mr 





和 


上 的 马 民 链 称 为 生 灭 链 。 

例 6 ”区 伦 费 斯 特 《Ehrenfest) 坛子 模型 。 这 是 带 两 个 反 躺 
壁 的 随机 游 动 。 设 有 一 坛子 内 装 有 六 个 球 ， 它 们 不 是 红 的 就 是 白 
的 。 设 每 次 隐 机 地 从 十 中 抽出 一 球 ， 把 它 换 成 男 一 颜色 后 钥 放 回 
坛 中 ， 令 x 表示 经 光 朱 球 后 坛 中 的 红 球 数 ， 网 {x 7 实 0} 六 
齐 次 马 氏 和 链 。 玉 为 坛 中 的 红 球 数 ， 芭 10 ,1 ,2 ,…; 碎 }y。 和 转移 概 
举 为 


一 i 


b= 0， pm Prism1 = 页 





主人 1 
《二 ) 转移 概率 
设 {1xo 8 六 0)} 为 漠 次 马 儿 链 ， 对 任意 整数 关 0，RD>0 
及 状态 ,了 生 瑟 ， 由 马 氏 性 及 齐 次 性 可 知 ， 条 性 概率 
Plxan™= jlx,= i) 


的 值 与 # 无 关 ， 实 际 上 ， 


So 


Pl f lr,= 1 )= 2 P(xo = i 


Drs ta-1= 0 


Nants = fys "yg ER Xo 二 省 |%; = ' )。 《 了 ) 


根据 齐 次 马 氏 性 (人工 《3 ) 上 上 式 右 方 每 一 项 


P{lxoti=irs Hang— Tos "y nk = i [xn = i) 
oa 


1 
> PixXo—=to, Kir 


”站 
Fay Fl nl 


Ta 3 一 E s Ker 一 下 一 


on 


ee 2 , 站 《we 一 ro ry Xn Tne 
YY Dprry Pervrisr™ ivr | 
= prt Pivie™™ Dig-u! (C8) 
与 1 无关， 


» 4 


记 
pi =Plxon—= i Xo= 1) k=1, 

并 称 p 间 为 马 氏 链 !1x, 的 & 步 转移 概率 ， 二 点 自 i 出 发 ,经 
有 步 到 达 了 的 和 概率。 注意 ply = Pris piy bij 

记名 步 转移 矩阵 

PT=(pP)， 1， 
由 C7 ),， C8 ) 知 < 
Ptpt, 
特别 ， 我 们 有 
PW Cp" CP EPI =pP™ PY, C9) 
引 理 t p; 人 具有 性 质 . 
(a) 0pPA 1 


《b) 2 p= 1 
j=0 


(Ce) pot= 5 Pim ph, (10) 
-二 


等 式 (c ) 称 为 切 昔 受 - 柯 尔 莫 艾 洛 夫 CChapman- Konuoropon) 
方程 

证 明 (a ) 是 戎 显 的 ，(b ) 是 由 于 P(txowEEEIX= i)=1， 
(ce ) 是 矩阵 关系 式 ( 9 ) 中 的 第 i 行 第 7 列 元 素 。 

C- 氏 方程 指出 高 步 转移 概率 可 用 低 步 (以 至 一 步 ) 的 转移 
概率 表示 。(10) 的 直观 意思 为 质点 由 工 经 严 十 四 步 到 达 了 可 分 两 
步骤 完 咸 。 先 由 i 经 加 步 转 到 茶 一 中 间 状 态 r， 再 由 + 经 忌 步 到 
达 了 ， 前 者 的 概率 为 p 侣 "， 后 两 步 的 概率 为 bp 子 p 售 ， 其 中 r 可 
以 任意 ， 故 需 对 一 切 可 能 的 状态 求 和 ， 妇 为 (10) 约 右 方 。 

下 一 个 引 理 指 出 ， 如 果 我 们 还 知道 4 的 初始 分 人 3 一 
P(xo== 了 {4x} 的 有 穷 维 联合 分 布 就 可 由 (Pij) 完全 诬 定 。 


将 2 位 为 证 。 





引 理 2 (a) Pl 7)= D1 ph (11) 
《 b >》 对 任意 整数 0 ER 及 状态 1 i ky 有 
Plxo, = Nei) POX i pS! "Pp i, 7。 


{12) 
征明 (Ca) Plxs= 1)= DP(lx=# Px lxo= i) 


= 2 p49. 


Cb》 为 简单 起 见 ， 我 们 对 二 3 并 识 册 二 1， 和 4 王 4， 后 一 
6 证 明 (12) 式 。 对 一 般 的 读 况 其 证 法 完全 相同 。 应 用 (8 ), 忆 ~ 趟 
方程 及 (11) 可 知 


Pix = Ff no 一 ji， Xn 一 kh)=Plx= i Xa 二 了 ,Xe 一 下] 


= ») Pim = X= i X= Ny 
bbs Hz Has HE 


Xs ss Xe = Ry) 


一 » 下 fa = ) PLX)= 天 lx 一 加》 


Mop Pop Hos M6 


一 》) 五 [go = ) bac,’ ie 和 由 so Pps Dusst 


bo» 全 2 Par MB 


-DP \ DY piwwapuwesp eb “<P pe ] 


ap Ha 


= plx=i pp Pls = i PN "Vp, 
如 果 在 C12) 的 南边 队 以 P(xs, 一) 9， 则 得 
。 48 。 


站 (Yo 一 委 a Xa — hn)Xn, 一 让 
poe: ' tn ne’ 3 全 (13) 
= Pi Pim” 二 


(三 ) 马 氏 性 的 等 价 形式 

马 氏 性 有 几 种 看 起 来 不 相间 .但 实 际 上 等 价 的 形式 . 记 .7 一 
a {xa 二 可) 为 由 严 十 工 个 随机 变 展 <o x0…, zm 所 产生 的 最 小 
= 代数 ， 即 包含 一 切 形 如 《osxr(@) 一 证) 9 nm iE 
的 吕 集 前 最 小 代数。 类 但 地 记 .Ar" 一 ofxe # 沁 mm}， 

定理 1 下 列 请 条 件 等 价 ， 

(# 》 马 氏 性 ( 1 ) 成 立 ， 

(5 》 对 任意 正 整数 r ,m ,hh 及 任意 非 信 整 数 m<cm<…< 
wmr 民 琴 )， 以 及 任意 状态 Pio sin tmsinse 有 


P{xmn—imit No, 一 人 一 Xm 二 1m.) 


= P(xn oink Nn — in)y (14) 
《 oY 对 任意 正 落 数 所 及 状 态 让 和 下 EAwl， EA 有 
PIGIF,sm= 1 = PtGIXm= 1) (15) 


《dd) 对 尾 意 正 束 薰 严 及 状 态 了 和 FE ws，G 伍 A 有 
PCFGIx 一 ii ~ PPK )PCGlzo 一 《16) 
证 明 (cc DG d) 只 需 利 用 等 式 ， 
PlFOlxmn= i = PCGIF, xn= i PFxn= 1 
( a 一 (hb ) 为 篇 单 起 见 ， 下 曾 对 rf 二 1 证 之 。f > 1 的 证 
法 完全 相同 。 利 用 C8 ) 可 知 


PlXni,s Km = Tn Xm Tm) 


= > 已 (za 一 让， 
二 
Tr PEs m 


Xan#l = fansrl? i] Km Lt ) 


= » Dixms = im Nm fo) 
ji 


49 » 


Tn a 





站 
人 
故 514) 的 堪 方 等 于 
也 Go 一 fo 一。 Kor itm) 
Pl =i Xn 一 tw 








= 2 五 【一 
jm 
0 PEN ™ fm] Nm in (17) 
同 理 可 证 C1 和) 的 右 方 也 等 于 417) 的 有 方 。 
(bb) 一 >(c) 令 


I = {F; PF 形 如 (Xr ei) 0 Es 
om, l,i 人 EF}, 
IT 一 《Gy G 形 如 Cx = i i 
nn iE}, 
划 对 性 意 政 EE,， 忆 三， 由 Cb ) 不 难 证 明 下 式 成 立 
PIGIF, m= 1)= PGIXm= f), (18) 
今 任 取 己 后 II 并 固定 之 。 对 此 三 令 
Ai 一 etC 司 [15 成 立 }， 
由 (C18) 知 [LICAi。 苞 验证 IT 是 - 系 ，Ai 是 -~ 系 。 故 据 峙 录 
[一 ?定理 1 如 ，ALDoCD)=_ 1 
尾 取 全 记 A 并 固定 之 。 对 此 司令 


hs Fs 下 全 PECF, Xn,= i ,GI)= PlF,xn= i PG Ix, = 1)}., 


易 验 证 A, 是 入 - 系 ， 且 由 上 图 所 证 入, 六 因此 Do(D)= 
ms。 换 育 之 ， 对 任意 的 上 GE" 及 下 己 AJ m1(15) 成 立 ， 
(0)—>(a) 只 震 取 下 = 人 C0 一 iy mi 一 1) 全 一 
(xu 一 了 ) 妈 再。 
前 面 洁 是 给 了 马 近 和 链 {x,}， 进 而 得 到 49} 及 CPi)。 此 CPi) 其 
有 下 理 1 中 C8 一 C5c) 的 性 质 。 有 反之 我 们 有 
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定理 2 《存在 性 定理 )。 任 给 概率 分 布 {9 及 满足 0 安 反 安 1 
2 PI= 1, 0 和 12 的 矩阵 (站 )。 贴 存 在 概率 
1 


空间 (人 ,FF, 了 ) 及 定义 让 其 上 的 齐 次 马 氏 过 程 ixo rn 一 0,1， 
2 ,…}。 使 得 其 状态 空间 忆 二 10,，1，2,…}， 初 始 分 布 为 {9;)， 
转移 矩阵 为 (piy)。 

我 们 将 在 第 四 章 证 明定 理 2 的 一 般 情 形 。 由 此 可 见 ， 马 氏 链 
tx 完全 由 其 初始 分 布 二 肥 转 移 逢 阵 《pij) 所 雇 定 。 {9 描述 随 
机 质点 的 才 时 状态 ,【 媚 彤 刻 划 质点 运动 过 程 中 的 概率 规律 。 因此 ， 
如 油 个 马 氏 链 有 相同 的 (pw)， 不 论 其 初始 分 布 是 否 一 样 ， 它 们 的 
运动 将 遵 答 问 一 的 概 府 法则。 


可 是 
T。 设 癌 ，2%，xs，… 为 取 整 数值 且 相 立 邹 立 同 分 布 的 随机 变量 序 列 。 


征明 =- 8， = 0.，1，2,… 为 齐 次 马 氏 链 。 指 出 其 状态 空间 并 
二 二 自 

求 其 转移 概 浆 。 

2. 谈 {xw，1z0 上 为 齐 容 马 氏 链 ， 共 转移 入 率 af = 证 明 {xm # 产 
1+ 译 独立 同 分 布 的 。 

了 3。 设 Xo，Xs… 相 王 独立 且 PP rw= 4)= Pp， Plxs=— 1)= + 
& = 1 ， 令 j= > x P00 1,2,3), 

kh= 0 

4， 褒 fxm， 党 人} 美香 次 苇 反 链 。 证 胃 yn=Xn 一 X44 9 各 1 名 立 
辐 共 布 的 充 要 荣 件 为 {xw} 的 转移 构 率 pry=g-t { 妓 只 与 上 和 + 之 道 有 关 
的 数 )。 

5， 证 {ra， 章 裕 和 上 汐 齐 侈 臣民 着 ， 姑 已 (xzr=T)=a ma 和。 证明 
下 《et 

6. 连续 地 拖 邱 .~ 均 妇 三 币 ， 信 ae 和 t 分 判 表示 前 1 次 皖 得 正面 和 反面 
的 次 数 。 试问 ihnr 有 宏和 宙 f= 一 fq rn 祈 1 类 得 并 次 马 氏 链 ? 如 是 , 求 
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其 转移 概率 。 

7 了 7， 接 这 狐 革 地 从 1 2，35， 4 5 人 上 数 宇 中 反 且 一 多， 下 后 旋 回 。 
每 次 持 个 数 被 取出 的 概 亨 为 一 。 设 % 和 35 分 别家 示 前 9 这 率 叶 玫 作 而 白 
得 的 最 火 初 最 小 数字 。 证 朋 {xwn，9 守 1 了 ，{ys，# 守 1 是 马 氏 计 , 冰 其 转 
移 概 率 。 

8， 没 甲 借 装 有 6 只 黑 球 ， 志 各 内 大 4 内 和 白 球 。 每 次 从 围 ， 己 册 区 中 
随 柄 地 将 抽 一 妹 间 进行 变换 ， 然 后 青 放 入 筷 中 ， 放 za 为 既 = 次 奖 换 后 下 组 
内 的 委 球 数 间 

(4) {fxs 区 是否 齐 次 玛 氏 链 ? 

人 试 求 第 3 次 交换 后 甲 伐 愉 有 2 只 髓 球 的 概率 。 

和 9， 围 、 乙 陋 人 轮流 投 表 ， 人 辣 中 这 短 为 50 跌 ， 并 设 各 次 报 沙 的 结果 相互 
和 牙 二。 今 规 定 每 次 堆 投 中 对 方 吉 和 沼 仓 0. 元， 如 投 林 中 则 他 移 对 方 9.1 元 ， 
设 开 总 时 甲 有 #3 元 ， 乙 有 上 5 元，。>n 表 水 第 +44 区 和 投 此 后 基 中 一 大 《例如 村 ;的 
钱 数 。 

i) 如 比赛 进行 到 其 中 有 一 人 输 光 汶 止 ， 试 证 位 中 是 齐 次 蕊 氏 链 ， 指 
出 其 状态 空间 并 求 转移 概率 ， 

(i》 车 不 论 何 时 当真 中 有 一 人 输 光 时 ， 另 一 个 就 给 对 方 0.1 元 ,使 比 赛 
能 不 停 地 进行 飞 去 ， 试 写 出 1xe} 的 状态 空间 玫 共 转移 锋 宁 ， 

如 ， 某 贴 徒 在 每 一 局 中 弥 工 元 的 重 率 为 0.4， 输 3 元 欧 蜂 率 为 0.6。 如 
开 序 时 此 赌 第 的 赔本 为 日 元 ， 试 求 也 于 好 赌 20 局 输 光 的 峰 率 。 

11， 盘 定 表 天 是 否 下 阴 闪 版 次 二 今天 是 否 下 了 贾 。 雪 说 车 今天 下 页 ， 则 
骨 天 也 下 两 的 福 率 为 0.7。 若 今天 不 下 雨 ， 则 届 天 下 所 的 概率 为 0.3。 电 郑 
今天 下 孙 的 可 能 性 为 0 又 ， 试 求 从 开 企 权 注 续 三 天 都 二 下 的 概率 。 

41， 届 (为 齐 次 马 氏 链 的 转移 憩 阵 且 存在 8<my8 什 bp 名 > 人 
P >> 0， 试 证 如 PH> 9， 则 站 在 使 对 一 切 * 庆 和 有 P87 > 9， 

13， 如 存在 & 沁 0、。 梧 对 一 切 ?，j 了 有 Pj 六 0， 证 朋 对 一 切 # 守明 
Pf? > 0， 

14， 设 齐 次 马 区 链 的 决 态 只 有 诗 个 。 如 对 攻读 8 有 P10. 证 明 
存在 1 志 # 所 NN 后 p17 守 0， 

熙 ， 刘 ixw， #8 守 0} 为 齐 次 马 臣 链 ， 辣 为 某 一 装 态 ， 定 义 糊 贡 这 最 

Yio)=maxnfny nO Halt) = Ro 1 
球 PEF = mmx) 0， 


16.， 设 {sr， 涪 1 人 为 卉 次 蕊 抵 链 ， 4 为 至 少 有 两 个 状 卡 的 集 。 斌 间 
Plxar= 了 xm NE A = P(xwr., = xn A 

是 否 成 立 ? 

好 ， 设 {e，1 产 0} 为 齐 次 蕊 氏 链 ，4 后 1， 证 明 

Pilxs1= jxn= 4) = Plxsi= 了 lx》 

(此 题 指 册 刘 把 百 氏 链 的 时 间 闭 转 ， 则 作成 马 氏 链 。 但 赣 转 后 的 芭 链 不 一 定 
保持 齐 次 性 ， 妈 上 式 吉 方 俩 可 能 与 有关 )， 

18， 如 工 是 中 的 fs 中 满足 PCx= = Pb + 关 0， 让 月 


r= P(xn-1= fs= 7 


与 + 无 美 ， 并 验证 》) rw = 1, 


1 


$3.2 状态 的 分 类 


(一 ) 状态 的 分 类 

下 面 我 们 特 齐 次 蕊 氏 链 的 状态 技 其 概率 性 质 进行 分 类 ， 然 后 
在 此 基础 上 将 其 状态 空间 分 和 解 。 在 确定 性 机 械 运 动 中 其 局 期 是 众 
记 馈 向 的 ， 例 如 北京 火车 站 的 音乐 钟 ， 每 名 15 分 钟 响 一 次 。 如 令 
全 表示 钟 响 的 时 刻 (单位 分 ) 共 集合 ， 则 T= 二 {0 .15，30，45、 
60,…}。 周 期 15 是 集 了 中 的 景 小 下 整 狐 ， 也 是 了 的 最 大 公约 数 ， 
在 随机 运 动 中 ， 情 况 就 不 尽 然 ， 看 下 鹃 的 例子 ， 

化 1 设 马 氏 链 的 状态 空间 为 百 = {1,2,…, 9}， 备 状态 闻 
的 转移 如 图 4 所 示 《篇 头 上 面 的 数字 表示 沿 箭 头 方向 转移 时 的 波 
率 )， 由 图 可 见 自 状态 1 出 发 ， 表 返回 状态 1 的 可 能 步 数 (时 刻 ) 
为 T={4,6,8，10,…}。 显 热 了 的 最 大 公约 数 为 2. 但 2 疾 7 
而 由 上 出 发 经 两 步 不 能 返回 到 1 。 受 机 械 运 动 周期 性 质 的 护 发 ， 
我 们 仍 把 2 定义 为 状态 1 的 刚 期 。 为 此 ， 设 已 给 齐 次 马 氏 链 1xrw 
n 之 0)}， 其 转移 概率 为 如 

定义 1 如 集合 {7 :n> 1，pj7> 0} 不 空 。 就 称 该 集合 的 
最 大 公约 数 d = d (i ) 为 状态 i 的 周期 ， 百 记 为 








一 rt 





d=G:C-.D{inip > 0}., 
如 d 六 1 就 称 i 为 周期 的 。 如 4d = 1 就 称 i 为 非 周 期 的 ， 
如 果 公 :19 守 1 二 ,p 让 之 0) 为 空 集 ， 就 不 对 i 定义 周期 ， 
由 定义 知 ， 如 fi 有 同期 d， 则 对 一 财 = 拓 0modka ) 都 有 
六 由 一 和。 但 这 并 不 是 说 对 任意 na 有 pp >0。 例 如 例 1 中 状 
普 1 的 gg=23， 但 》 少 让 一 0。 有 虽然 如 此 ， 我 们 有 
的 辣 轩 为 9 几 在 丰 开 玫 可 
有 bi? 
证 明 122 1 产后 >> 0) 汶 和 1 fz》 令 
四 一 后 ,他 Din na, "He) > 
易 见 二 六 和 字 字 让 1 ， 故 存 主 正 加 数 N， 使 得 fn=ty, 二 
d， 因 此 d 一 G. 和, 中 fn ray。 于 是 根据 初等 数论 【见习 ， 
是 14) 知 ， 必 存在 正 束 歼 M， 对 对 一 切 n 守 WW， 可 把 nd 天成 4， 
…, Bw 的 正 线 性 组 合 ， 即 





my 
_ ad 一 》 count ar 为 正 整数 。 


hh=l 
因而 当 # 守 时 


= 


( i 
R=1 [上 -mm 
pr = pr PD ph"m ee PIM"N 


~N 
> TT csr"e>0. 
k=] 
恒 2 设 ={1,2.3,4}， 转 移 概 如 图 5 所 示 ， 易 见 状 
态 2 与 3 有 相同 的 周期 4 = 2。 但 由 状态 3 出 发 经 两 步 必定 返回 
到 3， 而 状态 2 则 不 然 ， 当 第 一 步 出 2 转 到 3 后 ， 它 再 也 不 能 返 
问 到 2 。 为 区 别 此 讽 种 状态 ， 我 们 引入 常 返 性 概念 ，。 


ono 


工 
之 Te 
图 5 
记 
f= P(xmr TE i» ly 1 xn m= 1 ) 
nr1, 《1) 
p=0, 
由 3.1 的 (C8) 式 ， 上 式 右 方 值 等 于 
2) Dr 《 2 ) 


ce 1 
1 ES 
>、 了 


与 兴 无 关 。 它 表示 质点 由 站 出 发 ， 经 % 步 首次 到 达 /的 概率 ， 统 
称 了? 为 首 中 概率 。 我 们 也 可 把 ( 1 ) 的 右 方 写成 


Pix i, lhkEn- 1, X= j= i), 《3) 
当 已 fxu= 二 0 时， 就 定义 ( 3 ) 的 值 为 (2 )。 
记 
» SH5 # 





2 
1 

fi 二 > 1, 
=1 


它 表 示 质 点 由 ?出 发 ， 经 有 有 限 拓 终于 到 这 了 的 半 率 ， 

定义 2 称 状 态 i 为 常 吉 的， 如 f= 1。 称 7 为 非常 返 的 ， 
如 fi 之 1。， 

因此 ， 由 非常 返 决 祥 语 出 发 ， 将 以 正 释 率 1 一 fi 永远 不 表 
返回 到 站 。 当 i 是 常 反 时， 这 种 现 彰 不 会 出 现 。 对 常 返 状态 i 
4f 8, n= 1 了 2， 成 一 概率 分 布 ， 此 分 布 的 斯 户 值 

Hi 二 >! nf 
n= 1 、 

瑚 示 由 i 出 发 再 返回 名 1 的 平均 匡 转 时 间 . 和 王 是 可 将 大 铅 分 
如 下 。 

定义 3 称 常 返 状 态 i 为 正常 返 的 ， 如 kr<ee。 称 守 为 零 党 
过 的 ， 好 ;二 oe 非 周期 的 正常 返 状 态 称 为 远 历 状态 。 

例 8 设 马 开 链 的 互 ={1,， 2，3.。4)， 状 态 的 转移 如 图 6 所 


人 
() 


下 


ur 


示 。 因 /和 一 1 之 1 , 故 状 态 4 非常 返 , 闻 理 因 f 牛 一， 
fi 二 0，# 之 3， 故 状态 3 非常 迹 。 其 次 











fmf + -+ -=1, 
2 2 
| 1 1 1 轩 
fu= DPT0+-2 + + +=1。 
4=] 
可 见 状 态 1 和 ?2 是 常 返 的 。 其 平均 回转 时 掉 
一 1 {nb 十 — 3 
b= 2) 二 证 = 5 2 gs 
人 二 
此 一 六) nffP=1.0+2 -二 一 3 


2 
因此 1 和 2 都 是 正常 返 状 态 ， 易 见 它们 都 是 非 局 期 的 ， 从 而 是 遍 
芳 状 态 。 
j 与 pg 有 如 下 的 关系 
定理 1 对 任意 状态 i ， 了 及 1 所 aa<co， 有 


一 Pp (4) 


= 9 fo pp. (5) 


Ce 
证 明 bf -PCx= jixom 1) 


= > POosj, IEveEh—1, w=), wm flvmi) 
点 三 1 


= 9) Pie jl, ss Iv 一 1 =/) 
由 =- 1 


"Xi, LY 一 is 了 


中 而 信 


一 》) ppnfi, 

中 = 1 
即 得 ( 4 ) 式 。 上 面 最 后 一 个 等 式 用 到 83.1 和 定理 1(6c)7。 在 (4] 
中 以 襄 民 替 +# 一 总 即 得 (5 7) 式 。 

C- 基 方程 及 (4 ) 是 马 氏 链 的 关键 性 公式 。 它们 把 p/?” 分 解 
成 较 居 步 的 转移 概率 之 和 的 形式 ， 由 定理 1 我 们 可 得 尚 期 的 等 价 
定义 ， 

引 理 2 GG, C.D{ininl, p00=G.C.D{inin 
1, fr> 0}, 

证 明 令 上 式 左 方 为 qd， 右上 方 为 1。 由 (4) 知 Pi 完 1， 
故 . 上 式 左 方 集 包 含有 有 方 集 ， 从 而 1 所 dd 不。 因此， 如! = 1， 
即 得 d= 1。 如 六 1， 我们 证 明 d 守 1!1。 为 此 ， 只 需 证 i 是 
{np >> 0} 的 公约 烙 则 可 。 换 衣 之 ， 如 7 不 0 mod( 1!) 必 有 
p77 二 0。 我 们 用 归纳 法 证 之 。 由 的 定义 ， 对 一 切 r 之 1 有 
让 二 0， 所 以 当 # < 之 1 时 ， 由 C4) 


-5 [ER p= 0, 


上 = 二 1 
今 假 定 当 # 一 ma 十， 站 一人 1，2 一 1 时 ，p2 一 0- 
则 由 ! 4 ?并 注意 如 于 兰 0 mod( Vo 0， 我 们 有 
pA T= pt pH p= 0. 

从 而 得 证 d 六 革 。 

{二 ) 常 返 性 的 判别 及 其 性 质 

本 自分 述 如 何 用 户 扩 判别 常 返 状态 及 其 性 质 。 设 ao al ap 
为 一 实数 列 ， 我 们 称 需 级 数 


为 数列 ts 的 母 函 数 ， 易 见 ， 邵 如 有 界 ， 则 AC 对 一 切 | s [之 
1 收 笋 。 


+ 所 


设 ta) 与 tw) 的 母国 数 分 别 为 4(s) 与 BCs) 旦 对 -- 贰 
jsj< 1 收 伍 ， 不 难 证 明 ( 习 是 13)， 


Cn > Gbps = Dj) 。 1 ， 2 Wi (6) 


= 
~ 阁 母 画 数 CCs)==AC(5)BCs)， 15| 之 1 。 称 {0c 为 {95) 与 人 0,} 
的 状 积 。 
定理 2 状态 i 常 返 当 且 仅 当 


pyr = (7) 
n=0 
如 并 非常 返 ， 则 
>» pi? = pr (8) 


歼 = 人 朋 


证 明 记 {z 扩 及 人 的 母 函 对 分 别 为 PCs ) 及 户 Cs) 并 
”的 定 训 凡 一 1， 六 六 一 0。 电 (5) 





并 

{HY thy fF Ck) 

Pi = >» pH, nl1, 
R=0 


两 边 滋 以 ”并 对 5 之 1 求 和 ， 与 (8) 比较 即 得 
Pils)—-1=P(s)F(s), (9) 
当 0 和 8 之 1 时 ，FC3 之 fi: 护 1， 才 由 (83) 得 


P(s = 一 ra 0Ss<1， (10) 
又 因 对 一 切 0 所 s <1 及 正 整 数 N， 有 


me 0 


NN 
2 ppP(s)E Dp (11) 


中 一 但 19= 人 0 
Pe + 工时 己 (s ) 不 减 ， 故 在 (11) 中 如 先 令 s t+ 1， 上 后 令 入 一 
eo, 我 们 得 到 


Jim FCs)= y pp? (12) 
上 二 站 
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同 理 可 证 


lim Pls)= Vy fin =fu, (13) 


一， 


于 是 在 (10) 中 的 两 边 令 s 人 1， 出 (12)， 《13) 即 得 定理 。 
人 所 的 直观 意义 如 下 。 简 记 
=0 


Pi——Ix= 1)=P(—), 


定义 随机 变 重 
1， 如 Xn= 1, 
Ys 二 
0 如 x 三 
及 了 = >》 yu 
二 


于 二 了 表示 质点 到 达 f 的 次 煌 ，Y 关于 慨 率 P,(. ) 的 数学 期 望 
EY )= BD soo- BD Pw = pp. 


凡 = 自 
见 pb 入 表示 由 i 出 发 再 返回 到 i 的 平均 次 长 。 定 理 2 指出 ， 
= 人 0 
当 站 常 返 时 ， 返 回 i 的 次 数 是 无 限 多 次 ， 当 i 非常 返 时 ， 再 返回 
i 的 次 数 只 能 有 限 多 次 。 为 进一步 理解 这 一 特性 ， 我 们 定义 “ 超 
限 ”概率 
gr 一品 [ 有 无 限 秒 个 下 合 x 一 了 ) 


-PN U Gm)!. (14) 


定理 8 状态 i 常 运 当 且 科 当 gi 二 1。 如 i 非常 返 ， 则 
ii UU, 

此 结论 是 下 面 定理 的 特殊 情况 ， 
* £0 « 





定理 4 对 任意 状态 ?i ， 有 
| fiss 如 了 常 返 ， 
号 1 一 
0， 如 非常 返 。 


(15) 


证 明 令 
二 一 C0: 至少 有 上 个 # 使 Xa( 四) 一 了) 
易 见 4uwiC4， 而 且 
liml (A) = gs C16) 


另 一 方面 
了 id 一 局 (J (m0Y < 


m= 1 


Xm 二 了 且 有 至 少 有 和 个 三 便 Xn 一 了 外 


> Px 0<v 扫 人 so 一 了 )P 


m= 1 


《至 少 有 上 & 个 1 使 x, 二 了》 


D> FPPAA)=F PA), (17) 


m= 1 
由 i 的 任意 性 ， 反 复 迁 代 (17) 并 注意 P(-4,) 一 了 :， 我 们 得 
Pi 一 所 六 PIC 区 (18) 
令 上 -roo， 如 二 1 由 (16) 得 gi 一 fj;。 如 fi 之 1， 则 gi 二 9。 
定理 得 证 。 
车 诗 常 返 ， 如 何 识 唱 它 是 唤 历 或 零 常 返 ? 下 面 我 们 不 加 证 明 


| 


地 给 出 一 个 定量 
定理 5 设 i 常 返 且 有 局 期 4， 则 
. 0 
lim pH? 一 下 《19) 


其 中 hi 为 宇 的 平均 回转 时 间 。 当 山 一 < 时 就 理解 “一 0 。 


本 Bi1 二 


刻 知 道 定 理 的 详细 证 明 的 读者 可 参看 C1 ]64 丰 定理 二。 由 定 
理 5 立 得 
定理 6 设 六 常 运 ， 则 


Ca) 了 零 常 返 当 且 仅 当 limpi 一 


(b ) 上台 历 当 且 仅 当 limpj 六 = 中 一 之 0， 


证 明 (a) 如 :1 符 常 返 ， 由 (19) 知 lim pi 于 0。 但 当 


nn mod(C op 一 0, 故 limpi 站 一 0。 反之 . 如 limpii ”一 


tf -roa 


而 是 正常 运 。 则 由 (19) 得 limp83” 之 0， 天 质 ， 


《by 设 dim pH? 一 - 产 > T ,这 说 明 为 正常 返 且 limp 


=- 坟 -， 与 (19) 比 较 得 d = 1， 故 站 遍历。 反之 由 定理 5 是 显然 


的 ， 

我 们 称 自 状态 1 可 达 状 态 了 了 ， 并 记 为 1 一 7 了， 如 打 存 在 ff 六 
0 使 p 访 之 0， 称 状态 i 与 7 鼻 通 ， 并 记 为 1 全 YY7 ,如果 i 
jii, 

由 C-K 方 程 易 知 ， 如 i 一 7 ，7 了 -rR 则 i 一 和 和。 即 可 达 关 
系 具 有 有待 递 性 ， 当 | 常 抬 上 时， i 一 i 。 下 面 证 朋 对 第 返 快 态 可 达 
关系 还 具有 对 称 性 . 

定理 7 如 i 常 运 且 ? 一 了 ， 则 7 了 必 常 返 且 fj,= 1. 

征明 记 

p=P(eE i lvEi1,%= kh) 

f=PAmELi bk}), lyYEn— 1,xs— Rk), 
因为 了 -> 了 ， 训 fi;2> 35 习题 2),， 但 
» 82 *» 


可 见 必 存在 NN， 使 
0 (20) 
其 次 . 


0 =1 一 jos WR -FSP .2 
晴天 


所 以 由 (20)， (21) 甚 1 一 了 一 0 ， 即 六 一 1， 可 网 # 于 设 
-pp 一 42> 0,p 了 及 二 B>0, 则 由 C- 氏 方程 知 ， 对 任意 *， 有 

pH" Tp pi pe =aBpi, (22) 
由 定理 2 知 》! p 久 一 ce， 从 而 > 5 人 = 一 co。 故 7 常 返 。 


n=1 n=1 

下 一 定理 指出 互 道 的 状态 是 间 一 类 型 的 。 

定理 3 如 i 夺 >7， 则 

《a) i 与 j 同 为 常 返 或 非常 返 ， 如 为 常 返 ， 则 它们 同 为 正 
常 返 或 零 常 返 ， ~ 

《5 ) i 与 i 有 相间 的 阅 期 ， 

证 明 (a 《a) 的 前 一 部 分 是 定理 7 的 直接 推论 。 邻 设 j 
为 零 常 返 。 据 定理 6 ‘limp? = 4 。 于 是 由 (22) 得 limp 拘 =0。 
故 宇 也 是 零 常 返 ， 同 理 可 证 ， 如 ;为 零 常 返 ， 由 

ph Pp pl pi? =BaP? {23) 
可 知 了 也 是 零 常 返 。 

《b) 仍 令 a 一 bp 人 0，B 一 bp 人 >0。 设 的 周期 为 吉 。 
i 的 周期 为 二。 由 (23) 和 ,对 任 一 使 p 时 沁 的 #4; 必 有 pb? 记 
9， 从 而 可 可 除 尽 # 十 + 十 5s， 但 
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ph pI pI ~ of 0， 


所 以 d 也 能 除 尽 f 十 s。 休 见 4d 可 除 尾 #， 这 说 明 d 之 1 。 利 用 
(22) 类 答 可 证 d 守 f ， 轩 而 d= 二 1， 

例 4 设 马 氏 链 {x} 的 状态 空间 为 忆 一 {0 ,1 ,2 ,…}。， 转 移 
概 训 为 


1 1 。 
一 pe PP ， 1iEEF。 


1 i 1 1 
2 2 3 可 
CC 
:CO 7 
辫 


摘 了 
考查 状态 0, 由 图 ? 易 知 f 生 一- 人， 一 二 于 = 二， 
是 =- 一 有 /2 一- 坊 ， 故 /mu= 





Co 
丝 一 卫 


0 为 正常 返 ， 由 于 pz 号 一 -二 -之 0， 所 以 它 是 非 周期 的 ， 从 而 是 
遍历 的 。 对 其 它 的 状态 i 求 /19 较 硕 ， 但 如 利用 定理 8， 因 
《>0， 教 i 也 是 遍历 的 ， 

此 全 告诉 我 们 ， 对 互通 的 状态 因 是 问 类 型 ， 故 可 选 出 其 中 一 
个 较 容易 识 划 的 进行 判断 即 可 . 

例 5 设 {zo) 为 生 灭 链 (§3.1 例 5)。 共 中 一 1,0,>0( i 六 
1)，b2:>0Ci 访 0)。 如 


训 - 一 1， 可 见 0 是 常 返 的 其 次 H,= 了) # .2"<oo, 故 
攻 二 了 
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Pt EE (24) 


则 {* 的 所 有 状态 是 常 返 的 。 . 

实际 上 {xs} 的 状态 互通 ， 政 只 天 验证 状态 0 是 常 返 即 可 。 
定义 

T=mintn so 一 了 
对 固定 的 状态 站， 记 
CT 一 PTcro， Oi Ck, 

则 | 

uCi)=ba 1) Tai 1Hra i) 0<i<h. 
因为 1:= 1 一 4: 一 了 所 以 由 上 式 得 


好 


si+1)—u(i)= p Cu(i)—u(i—1) 





Gi Ci- . , 
= 一 1 一 2 一 六 


= BC uC1)—u(t0), 


令 有 二 1， Bim ppb uC0)= 1。 由 上 式 得 





ui)— i+ 1)=Bl (1 0Si (25) 


上 式 两 边 对 ?= 二 0， 1 ，……， k& 一 1 求 和 ， 注意 ap) 一 0， 我 
们 得 


中 一 1 
1=051—#(1) 3 B,, (C26) 
1 = 站 
由 (25)，(〔36? 得 
RR 一 1 
# Ci)= HD LuCj)—u(j+1) 
pe 


=。 6 :+ 


有 -1 
-DB/ DB (27) 


因 沟 (TT (Tco)， 赦 由 (24)，(27) 得 
Ptooo) limh (ToT 


但 Pifro< eco? 一 六 so。 故 由 
Js bo 十 加 一 十 如 一 1 
即 因 状态 9 是 常 返 的 。 
由 上 上 可见 如 生 球 链 的 mm8 0, 它 是 常 返 链 。 我 们 省 意 {247) 
起 也 是 {z 为 常 返 链 的 必要 和 条件。 实际 上 ， 如 状态 0 常 返 ， 由 定 
理 7 知 ,== 1 .于 是 由 (28) 我 们 有 


. kR-1 NN-! 
1 lim -( ») ,| ' 
上 oo j=°0 
因此 24) 成立. 


由 于 状态 的 常 返 性 与 初始 分 布 无 关 ， 因 此 假设 加 一 上 不 会 束 

嘛 结果 的 一 般 性 。 
习 ”是 

1， 证 明定 理 1 的 (5) 式 . 

2， 证 明 i ~ 了 等 价 于 fi 0。 

$3。 还 明 

a) 如 了 = (p177) 的 第 二 列 元 束 爹 不 为 替 ， 则 Pw* 0 的 第 了 到 元 
素 也 全 不 为 零 。 

《by 如 存在 由 对 一 切 直入 >>0， 则 了 非 周期 。 

4， 试 写 出 点 五 =41 2,… 日 } 为 状态 空间 的 马达 畦 的 转移 算 辽 ,使 {1， 


[村 





4 ,守成 一 闭 委 ， 省 有 周期， 状 秋 {2，3 ,上 5} 束 非 周 期 的 闭 集 , 9 海豚 
收 状 态 ， 其 余 的 为 非常 抬 状 态 。 ( 闭 集 的 定 立 磺 下 节 。) 

5. 试 证 明 或 举 一 反 例 ， 

(58) 全 i 一 j 了 就 有 了 六 i， 则 i 六 必 常 返 ; 

《b》 划 上 非常 返 且 站 ， 则 jy 非常 把， 

《ce 如 了 非常 运 且 7 下， 刚 主 非常 返 ， 

《ad 如 马 氏 链 的 状态 共有 六 个 ， 且 扑 此 互 适 ， 现 古 可 以 楼 状 海 的 丙 
期 炉 陈 ， : 
6. 如 马 氏 链 的 状态 空间 有 限 ， 上 题 中 的 (ac 如 何 Y 


7， | 

2.1 1 1. 
， 由 和 4 
证 E={1;2,3, 4}, Ps 0 站 1 必 

自 0 让 1 

0 0 0 


fa 此 链 的 状态 是 否 生 通 ? 嘿 些 是 常 返 状 态 ? 
(33 求 状态 1 欧 周 期 政和 平均 回转 时 间 。 


各 . 设 E=11， 2 3:4}， 卫 = 


(a) 晴 些 状态 是 常 过 的 ?半期 的 
《b 》 求 常 返 状态 的 平均 回转 时 间 ， 


3、 设 马 氏 链 的 某 一 状态 ;有 7 站 = 


ta 店 基 否 常 运 ? 求 其 同期; 
tb) 1 旺 符 遍历 ? 





了 1 
i 


10， 设 五 ={ 一 2， 一 1 0,1, 2， 上， Pirm ~ ~ Pid 一 一。 . 
ta) 此 链 的 状态 是 丕 直通 ? 


(>》 对 状态 分 类 ， 求 各 状态 的 捅 期 及 审 返 状态 的 平均 回转 时 间 ， 


6? 。 


i 


提示 pj" = 0,88 = Ci( 二) 。 利用 斯 特 灵 公 趟 al 


(下 v 3nn 计算 P83. 


， 定 义 限制 概 事 局 ?如 下 ， 
np = Dis 


HP Pi lr -1 mj). 
斌 证 大 任意 < 了 及 "> 1， 有 


pm = pA -村 
bij = 2D mi 


12、 假 设 同上 感 , 令 ht = 4 ， 汪 明 1 这 了 等 价 于 和 > 0 。 
好 二 上 
13， 设 数 到 {9x} 及 本} 的 母 落 数 仓 列 海 4+3) 及 Bts)， 且 当 sl<1 
时 收 敏 。 证 明 数 列 
Li 
CH = 2 dabn#s P=0,1, 2 
和 = 0 
的 母 函 数 CCC#}= ACs5) Hts), sl。 


Lr 


co 
提示 A(s)}BCs) = 2 aasn， > bens 
0 


其 申 定 义 bw = 0， 如 所 0。 于 是 上 式 右 方 


4。 担 而 ，n2s oo 为 下 旺 芍 ， 相 = 1 口 和 ry rw}。 汇 崩 存 在 政 
数 归 ， 寺 一 切 整 数 王 六 好 者 条 拒 md 表 法 为 ft 引 的 正 线性 组 合 ， 二 
机 
切 可 = ») om of 当 乏 数 . 
i 1 
提示 令 m= db 于 是 1 = GC.D{bwbs bn}, 
故 以 存在 整数 刀 ( 不 一 定 正 整 数 ，>， 使 


1 = > Re 
i=1 


令 下 = 2») 另 ， 则 对 任 一 -整数 请 六 0 。 由 


押 二 上 了， Ter<cu， an 整数 


N mn 
tm 二 > prt r+. Da 
i = 


f=1 
~ 
二 > Ca tt rk) 
1 了 = 三 工 
选取 足 和 能 大 的 站， 展 了 站 ，i = 1 .29 有。 刚 得 9 +Trl 0。 从 
丽 禄 


N 
md = ») mr A 站 
r=1 


$3.3 状态 空间 的 分 解 


定义 1 状态 空间 瑟 的 子 集 C 称 为 (随机 ) 闭 集 , 如 对 任意 计生 
己 肥 于 基 C 都 有 加 一 0。 闭 集 和 称 为 不 可 分 的 ， 如 忧 的 状态 互 
通 。 瑟 氏 链 人 zx 称 为 不 可 分 的 ， 如 其 状态 空间 不 苛 分 。 

引 理 1 CC 是 阁 集 的 完 朗 条件 为 对 任意 1 所 CC 及 名 全 CC 都 有 
ple = 0 #1. 

证 明 只 狂 证 必要 性 ， 我 们 甲 归 纳 法 证 之 。 设 忆 为 闭 集 ， 出 
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i 让 和 


定义 ， 当 # 二 1 时 针 论 成 立 ，。 今 没 对 n= 二 mm， p= 0， f 全 
C, & FAO， 


p= 2 pi pss ” pI Pin 


jC j 竺 局 
=D) pp 0 + 》， Opix= 0 
jeC j 旋 忆 


引 理 竹 证 . 

闭 集 的 意思 即 自 CC 的 内 部 不 能 到 达 忆 的 外部， 这 音 昧 状 - - 旦 
质点 进入 闭 集 巳 中 ， 它 就 将 求 迈 留 在 CC 中 运动 ， 

称 状 态 了 为 吸收 的 ， 如 py 二 1， 易 见 i 吸收 等 价 于 单 点 集 
{i} 基 闭 集 ， 

例 1 设 马 氏 链 ixw} 的 状态 空间 上 二 11,2, 3, 4, 5)，、 转 
移 定 阵 为 


1 一 
De 
to| 一 





< 

一 
一 

Do 

[= 





由 图 8 知 状态 3 是 吸收 的 ， 帮 {3} 是 闭 集 。{1. 4}，{1,4， 
3}，11.2.3,4} 都 是 闭 集 ,其 中 {3} 及 {1,4} 是 不 可 分 的 。 
文 因 上 含有 闭 子 集 ， 故 x3 非 不 可 分 链 。 

例 2 ” 艾 伦 费 斯 特 链 【SS 3.1 例 6 ) 为 不 可 分 蕊 氏 链 ， 各 状态 
的 辕 据 为 3 且 是 正常 返 的 《3.4 定理 1 系 )。 


* 7 ， 


OG OO- .@D 


图 8 


上 节 定 理 7 指出 让 常 返 状态 只 能 到 达 常 返 状 态 ， 因 此 玖 中 全 
体 常 返 状态 组 成 一 闭 集 C。 在 CC 中 可 达 关 系 具有 自 返 性 (有 即 i 一 
让), 对 称 性 《有 即 如 i 一 了 了 ， 则 7 一 1) 和 传递 性 ， 因 而 它 诀 定 一 
分 类 关系 。 于 是 我 们 可 将 C 按 互通 关系 分 和 解 而 得 EE 的 分 解 定理 
如 下 ， 

定理 1 人 尾 一 马 氏 尾 的 状态 空间 巨 ， 可 唯一 地 分 解 成 有 有限 个 
或 可 列 多 个 互 不 硼 变 的 子 集 万 ，C， Co … 之 和 和， 使 得 

(i1) 每 一 Cs 是 常 返 状态 组 成 的 不 可 分 闭 集 ， 

(i CC 中 的 状态 同类 ， 或 全 是 正常 返 , 或 全 是 愉 常 运 。 它 们 
有 相同 的 周期 且 fr 一 1， 了 7 了， 卢 生 Ca。 

《证 》 五 击 全 恒 非 常 返 状 态 组 成 。 自 C, 中 的 状态 不 能 到 这 万 
中 的 状态 . 

证 明 ” 记 C 为 全 体 常 返 状 态 所 成 的 集合 ， 吕 == 吾 一 忆 为 非常 
返 状 态 全 慷 。 将 C 接 互通 关系 进行 分 解 ， 回 个 状态 空间 五 可 分 
解 成 

E=DUC UC LU.…, 
其 中 ， 每 一 个 CC 是 由 常 返 状 态 组 成 的 不 可 分 的 闭 集 ， 且 由 前 节 定 
理 3 知 CC 中 的 状态 同类 型 。 显然 ， 自 Cs 中 的 状态 不 能 到 达 万 中 
状态 。 

以 后 我 们 称 C, 为 基本 党 有 返 闭 六 。 分解 定 理 中 的 集 万 不 一 定量 
闭 靠 ， 但 如 五 为 有 限 集 ， 刀 一 定 是 非 闵 集 《 习 题 1)。 因 此， 如 
最 初 质 点 是 自 某 一 非常 返 状 态 出 发 ， 则 它 可 能 就 一 直 在 口中 运动 
( 淄 口 是 闲人 和 集 )， 也 可 能 在 某 一 时 劾 离开 嫩 转 移 到 某 一 基本 常 返 闭 


+ ?1 ， 


ns 





集 人 中。 一 得 质点 进入 C 局， 它 就 将 永远 在 间 C 中 运动 。 自然 如 
一 开始 质点 是 自 常 返 状 态 i 出 发 ， 它 就 内 能 充 合 的 基本 常 返 本 
集 内 运动 。 我 们 将 在 下 一 定理 迁 一 步 指出 质点 在 C, 中 是 如 何 返 芭 
的 。 其 次 ， 我 们 以 习题 的 形式 【习题 7 一 12 ) 给 于 非常 返 状 态 的 
一 些 性 质 ， 

例 $ 设 {x. 为 3§3,.2 例 3 的 乌 直 链 ， 则 

E=DUC, 

其 中 刀 一 (3，}， 人 局 ={1，2),， 品 非 逆 集 。 

例 4 设 琴 ={11，2，*…，6}， 转 移 和 矩阵 汶 








0 0 1 0 0 0 

0 0 0 0 0 1 

ig 0 0 0 1 10 

P= ; 

1 1 1 

也 诗 站 可 0 站 

1 0 0 0 0 0. 
1 工 | 

0 0 0 3 


* 7F2 





解 ” 由 图 10 知 1 和 一 1，F9 一 0，9 3. 歼 由 = 


n/ 信 一 3 ， 可 网 1 为 正常 返 状 态 且 周 期 等 于 3 。 人 省 1 的 基本 常 返 
讽 集 为 
C= {ps 1—h} 
=41, 3, §}, 
从 而 状态 3 及 5 也 为 正常 返 且 周期 等 于 3 。 同 理 可 希 6 为 正常 返 
状态 hu 一 到-， 其 周期 为 1 。 含 6 的 基本 常 返 凡 集 为 


C= {kk} 
二 《2， B61, 
可 见 2 是 遍历 状态 。 册 于 f 全 一 一，f 各 一 0，4 夺 1, 故 4 非 
常 返 ， 周 期 为 1 。 于 是 已 可 分 解 为 
FE=DUCUC, 
=14})Uil, 3 5)lji2, 6 7}, 
定 流 2 称 短 阵 (aiy) 为 随机 短 阵 。， 如 其 元 素 非 负 且 对 每 一 


i 有 2)a=1. 
i 


显然 请 步 转移 怎 阵 Peo 一 (中 ) 为 随机 第 阵 。 

引 理 2 谈 忆 为 闲 集 ， 则 只 考 虚 在 CC 上 所 得 的 上 & 步 转移 子 什 
阵 己 = (bb 中 )， 1 ，7EC， 它 坊 是 随机 和 阵 。 

证 明 ”性 到 7 全 CC， 由 引 理 1 我 们 有 


i=) p= Dp + pH = Vp 
iE 7 j 寺 忆 je 


显然 上 久之 0， 克己 为 随机 竹 阵 。 
由 此 可 见 ， 给 定 王 的 - -个 闭 子 集 C， 只 考虑 在 C 上 可 得 琼 马 
夺 链 的 活 马 氏 链 《 袖 嫁 分 布 未 定 )。 其 状态 空间 为 C， 转 移 矩阵 


7 日 


女 一 ( 记 几 1， 了 所 C 是 原 马 氏 链 转 社 短 阵 己 一 (太后 吾 
的 子 和 矩阵。 下 面 我 们 研究 当 避 为 不 可 分 闭 集 时 ， 质 点 在 C 中 的 运 
动情 议 。 
定理 2 ”周期 为 的 不 可 分 马 氏 链 ， 其 状态 空间 性 可 唯一 地 
分 解 为 a 个 互 不 相交 的 子 集 之 和 ， 有 即 
d—1 


C= U Cn GIG,=, rT 站 § {1) 
r=0 


县 使 得 自杀 :中 任 一 状态 出 发 ， 经 一 步 转 移 必 进入 G,,, 中 (这 里 理 
解 Gi 二 Go)。 

证 明 任意 取 定 一 状态 i ， 对 每 一 r= 二 0,1,23,'…:d 一 1 
定义 集 


G,={j 1 对 某 20, p87" >0)， ~ 
d~1 ” 

因 C 不 可 分 , 套 LU G, = C， / 全 
"= | 

其 次 ， 如 存在 7 EG.mG.， 由 \ | 

(2) 必 存 在 # 及 mm 使 p89”> `、、 7 

0，p 扩 >>0。 又 因 j i， ~ 一 

故 存在 二 使 p 凡 >> 0， 于 是 si 





tH pf "p> 0, 

PH pp 0 
由 此 可 见 ? 十 上 及 十 上 都 能 被 d 除 尽 ， 从 而 其 姜 (rf 二 有 ) 一 
Cs 二 上) 一 ?一 5 息 可 被 了 除 尽 . 但 0 志 "T，s 扩 d 一 1， 政 内 
能 上 一 3 一 和， 因而 如 ,= 如 。 这 说 明 当 r 寺 5 时 GG 门 G,= 久 2。 


下 证 对 任 一 了 短 G， 有 > pr 一 1， 实际 上 
有 < 人 1 


I 一 之 pir = > pixT 了 Pa= 总 pit, 
< 


ktG, 肯 夸 吕 1 


量 ”Ad . 


最 后 一 个 等 式 是 因 设 户 > 0 ， 圾 当 玉生 Ge 时 ， 由 


0=ph "ep" pn 

知 par= 0 ., | 

剩 下 证 明 分 解 的 唯一 件 ， 这 只 需 证 {GG 与 最 初 i 的 选择 无 
关 ， 亦 即 如 对 某 固定 的 i， 状态 7 与 & 同 属于 某 G.,， 则 对 另 选 定 
的 让， 状态 了 与 上 仍 赂 于 同一 Grr (lr 与 7 可 以 不 同 )。 实 际 上 ， 
设 对 了 分 得 Cu Gy 和 Go-b 对 六 分 得 Gy Ci 机 Ci-n 六 
假定 7 了，hEG，tEG,， 则 

当 rf 闻 5 时 ， 自 i 出 发 ， 内 角 在 fr 一 *，r 一 ss 十 d，r 一 
5 十 2d4，… 等 步 上 到 达 7 了 或， 故 7 了 与 上 都 属于 Ge 

当 T 之 5s 时 ， 自 信 出 发 只 能 在 d 一 (5 一 r )=r 一 ss 十 d， 
rT 一 +2d 7 一 5 十 3d，… 等 步 上 到 达 j 或 卢 ， 克 j 了 与 上 都 属 
于 Gr-wa， 定理 证 毕 ， 

例 5 设 不 可 分 马 氏 链 的 状态 空间 为 C= 二 11，2，3，4， 
5 ，8}， 转 移 矩 阵 为 


1 1 
心 0D 中 用 到 0 

1 1 1 

| 3 0 0 0 3 
p=0 1 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 

9 1 0 0 0 0 

1 3. 
007 9? 





由 图 12 易 见 各 状态 的 周期 d = 3 。 今 固定 状态 i 二 1， 令 
Go 一 1471 对 某 # 守 0 有 p87'> 0) 
={1, 4， 6}, 
二 {17 :对 某 寺 这 0 有 Pt 01 


={3, §}, 
人 := 一 17 1 对 茶 1 守 0 有 P87? > 0} 
= 2), 


二 
4 





故 
C={1, 4, GL{(3, S72}, 


此 链 在 忆 中 的 运动 如 图 13 所 示 . 


人 入 
$— © 


由 定理 2 可 得 ， 
定理 3 假设 与 定理 2 相同 ， 则 


. FB * 





(a&) 如 只 在 时 刻 0，d，?24，3d，… 上 考 虚 {x ， 即 得 一 
新 的 马 氏 链 {xsa， 7 守 0}， 鞭 转移 算 阵 为 王 呈 一 (5 入 )。 对 此 新 
链 ， 每 一 局; 是 不 订 分 闭 集 ， 用 ,中 的 状态 是 非 周期 的 。 

hbh) 如 原 马 氏 链 {1x 站 常 返 ，{Xwne} 也 常 返 . 

证 明 (a)】 下 定理 2 得 知 G, 对 {xw} 是 闭 集 。 其 次 对 任意 
了 ， 有 RE 人,， 罗 好 直 不 订 分 ， 破 存在 六 健 pp 内 .> 0 。 由 定理 2 知 
六 只 能 是 pa 形 ， 换 这 之 ， 对 《xn 状态 了 一 让 ， 同 理 上 一 了 ， 故 
1 em 上 即 写 . 不 可 分 据 和 3.2 引 理 1， 存 在 好 对 … 切 站 关 邮 ， 有 
PY 计 0， 可 见 对 《xs 状态 7 了 的 周期 为 1。 

《bj 设 {3 )} 常 返 ， 任 取 了 也 Gt.， 由 周期 的 定 闵 知 ， 当 "1 志 
0 mod( qd) 时 p 扫 二 0， 国 而 /及 二 0， 故 

1 一 fp = 9, 
要 三 1 n= 1 

即 了 对 {xwa} 也 是 常 返 的 . . 

例 6 设 ixo} 为 例 5 的 马 氏 链 ， 已 知 d 一 3， Xam 站》 
的 转移 矩阵 为 





工 1 1 
§ ? 0 & 0? 3 
0 1 0 D 科 
7 5 ! 
0 DO ~ 0 一 0d 
12 12 
PY ~ 
Tz 00 to 1 
3 3 3 
5 
0 0 了 人 3 0 
4 了 1 1 
3 0 0 3 1 3, 





由 状 坊 的 转移 图 14 易 坑 ， 在 新 链 ts 中 中， 一 11，4，6)》， 
全 43， 55); Gs= {2} 各 形成 不 癌 分 闭 集 ， 周 期 为 1， 


站 7P 3 


i 


aa wy bo: co 


悦 是 


1， 设 吕 为 马 多 链 的 非常 返 状 态 全 体 ， 如 也是 光 限 集 ， 试 证 万 必 非 
闭 集 ， 

2 证 明 闭 和 集 忆 不 可 分 的 充 相 条 性 为 己 不 会 非 空 的 闭 真 子 集 . 

3. 称 子 集 DCE 为 (随机 ) 开 集 ， 如 对 任意 状态 1 三口， 存在 中 竺 卫 
使 :一 < 上。 证 明 吕 为 开 集 等 价 于 不 存在 非 空 曾子 集 书生 五 。 

4. 设 马 氏 链 的 状态 空间 五 可 分 解 为 

E=DU{i}, 

其 中 w 为 吸收 状态 ， 呈 为 开 集 。 证 明 口 中 的 状态 爹 是 非常 返 的 。 

5。 访 EE=11l,2,3,4}, 


1 0 0 0 
P= 1 2 潭 
193 7 
| 1 了 | 
0 0 


试 分 解 蛇 链 。 
6 . 设 EE=11， 2 34 5 


。 ?了 有 。 





1 | 
和 
0 
E ,二 二 | 
(oo on 了 二/ 


试 分解 此 链 . 
?7。 设 了 为 非常 返 状 态 ， 证 明 对 一 切 1 有 


8， 设 号 为 马 氏 链 的 非常 返 状 述 仿 体 。 令 
Q= pn, i DQ- (pi )， i ,ij 毛 D， 证明 乱 阵 1- 人 Q 
的 道 矩 阵 为 


{Qi=T+rQ+Qir... = 2 Qnr， 
人 二 


其 中 Q" = 7 为 单 位 定 阵 。 
提示 0-W0+Q+Qs+…+QrD =1-Q", 由 习题 12 让 一 0. 


此 加 给 出 计算 自己 号 出 发 ,停留 在 如 中 的 半 均 时 间 m= >》 >] zp 好 
Dl 
的 一 种 方法 ， 妈 只 雷 求 (1 一 中 
9， 设 万 为 非常 返 状 态 全 体 ， 令 
人 二 FifxaE 站 站 二 2， 站 
即 a 为 自主 负 发 永 不 离开 刀 约 概率 。 证 明 


(C1) {0 是 方程 组 yi > pijyj， 了 所 口 的 解 ， 
DD 


(2) a= 0 的 充 槛 条 件 为 上 述 方程 组 汪 有 非 霍 的 有 上 春 解 。 
10， 设 五 同上 题 ， 咏 浪 基 本 常 返 闭 集 。 令 


tm U eb en, 


机 = ] 
始 fic 为 自 i 出 发 图 于 进入 人 避 的 概 这 .， 汪 证 
1) {fie 3 全 语 } 是 方程 组 


WY 1 Pii + > Puy 1 ED 
一 
je 1 


的 一 组 解 * 
123 正明 上 面 的 二 丰 组 背 瞧 一 (不 全 轴 罕 ?的 有 界 艇 之 充 浊 条 件 为 习题 
6 中 前 = 6。 iE 志 上 D, 
提示 对 i 所 记 定义 
fi = PEC, lv En 1, EC), 


[= = 
网 Fe = > fe, HilD = > pafteD, fe = Dl Pn. 
m=1 [二 机 EO 


第 二 个 等 式 对 "= ty 2，,… 求 和 即 得 ， 
11. 很 股 与 习题 7 相同， 证 测 对 任 一 了 了 EC, f= jie i 全 DD， 
12。 设 不 可 分 马 氏 链 的 状 翔 空间 EE =10,1,2,;*…}。 证 明 EE 中 的 状 
亚 全 是 非常 返 的 充 要 条 人 忻 汐 方程 组 
2 = DJ Pry 
je 
有 非 党 的 有 界 解 其 中 启 = {1 ,2,…}。 


8 3.4 p:” 的 渐 近 性 质 与 平稳 分 布 


本 节 研 究 P(xs= 了 ) 的 极限 分 布 ， 即 研究 p 记 的 渐 近 性 质 ， 
它 与 马 二 链 的 平 称 分 布 有 密 急 关系 。 有 两 个 问 锅 ， 一 是 limp 疗 
是 否 存 在 ， 二 是 如 存在 其 极限 是 可 与 1 有关。 

一 ) 也 入 的 渐 近 性 质 
»* B80 = 


CI 当 了 非常 返 或 零 常 运 时 . 
定理 1 如 ;7 非常 返 或 零 常 返 ， 则 对 -… 切 i 有 
imp = 0. 


Ho 


证 明 由 $3.2 定 理 1， NT # 我 们 有 
pi 一 5 fi pe 六 FP pf 2 i (C1) 
kl k=N+1 


国定 N， 先 令 于 ->co， 由 .2 = 理 2 及 定理 6 知 ， 上 式 右 方 第 
一 项 因 p 入 9 而 趋 于 0 。 再 令 N->co, 第 二 项 因 》 fps 1 


生生 下 
而 趋 于 0 ， 故 久 一 0 。 
系 1 如 马 氏 链 的 状态 个 数 有 限 ， 则 不 可 能 全 是 非常 返 执 
态 ， 也 不 可 能 含有 零 常 返 状 态 。 有 从 而 不 可 分 的 有 限 马 氏 链 必 有 是正 
证 明 设 五 =10，1，2，… ww。 如 全 是 非常 返 ， 刚 对 
任意 i 让， 了 了， 由 定理 1 知 p 甩 0， 丢 当 # co 上 时， 就 有 


这 产生 了 了 矛盾 。 

其 次 ， 如 巨 含有 零 常 返 状 态 i， 刚 C 一 {7 :i 一 站 是 不 可 
分 闭 集 ， 避 是 有 限 集 且 所 有 的 状态 为 夫 常 返 ， 于 起 由 定理 1 知 
当 # -=co 时 ， 有 


1= 2 pb8 一 0， (2) 
jE 
这 产生 了 矛盾。 
系 2 如 马 氏 链 有 一 个 零 常 返 状 态 ， 则 必用 无 限 多 个 办 常 返 
状态. 
证 明 设 i1 为 零 常 返 ， 出 C 一 147 :1 =) 为 不 可 分 团 集 ,其 
" #1 站 


状态 全 是 零 常 返 。 故 不 能 足 有 根 集 ， 否 则 同样 与 《2 ) 式 了 矛盾。 
《了 当 了 正常 返 时 。 
这 时 Himp 六 不 一 定 存在 ， 即 使 存在 也 可 能 与 i 有关。 例如 


五 一 《1， 2，… 8 转移 矩阵 为 





0 1 0 分 站 
1 0 站 WW 0 人 

0 0D 1 | 0 0 

心 必 站 1 姓 0 : 
P= 1 1 
习 站 了 3 0 站 | 

1 1 i 

0 9 3 0 3 


易 见 状态 1 和 3 是 正常 返 的 。 但 p=1,p" 一 0，1 一 0， 
1 故 limp 坟 不 存在 。 limp 如 存在 但 与 i 有 关 ， 实 际 上 pp 


1 PY 0 1，2，…。 
因此 ， 我 们 退 而 研究 p89 及 一 ~》 p 交 的 极限 ， 回 亿 pf7 

户 = 1 

一 - 攻 -， 我 们 可 得 下 面 的 一 般 性 定理 。 记 


fir Df 0<red-1. (3) 


从 一个 
它 表 示 质 点 由 i 出 发 ， 在 某 时 刻 # = 二 :+ mod (dad) 首次 到 达 了 的 
概率 。 易 更 


I 


d—1 
2 fur) 
r=0 


a -1 
> 了 oz 
! i 
证 = 站 一作 


| 
站 
yay 
~ 
有 
hh 


《和 


" 2 * 


定理 2 如 j 正常 返 ， 周 期 为 4d， 则 对 任意 i 及 0 所 7" 志 
好 一 1 有 


lim pH r). (51 


oo 


证 明 ”因为 bp 及 一 0，*# 妆 0mod(td)。 赦 


3 可 十 站 


p= ££ Cu} pnt) 
2 1 da PFi 
Eo 


一 2 了 条 人 站 站 me 
m=0 
于 是 ， 对 1 志和 N 之 # 有 


NN 
{mf+r) Chem tntry 
Df pp 
mt 


=0 
mn om 
< Dm pr +t Df 
六 一 小 更 = 上 + 1 


在 上 式 中 先 图 定 闵 ， 然 后 令 上 一 co， 再 令 六 -co 由 83.2 定 理 
5 即 得 


fp Elim pfAr) 和 。 
了 fF 


因此 (5 ) 得 证 。 
系 ” 设 不 可 分 ， 正 常 返 、 有 周期 d 的 马 氏 链 ， 其 状态 空间 为 
Cs» 则 对 一 切 i ， iEC, 有 


lim pf 一 | 着 -， 如 1 与 /同属 于 子 集 G， (6) 


Ho 
0， 肥 之 ， 
d-1 


其 中 C= | G, 为 83.3 定 理 2 的 分 解 。 
s=0 





特别 ， 如 dd = 1 ， 则 对 -一 贸 i，ji 了 有 
lim pi = 了 。 《7 


HN 汪 避 ee 


证 明 在 上 定理 中 取 ” 一 0 ， 我 们 得 


Iim po” = fl 0) 全 


fo 


其 中 六 (0) = 79? 如 i 与 1 不 在 同一 个 G, 中 ， 则 由 


m= 让 
8 83.3 定理 2，p 有 二 4。 从 而 fj?=0, 于 是 fi( 0)= 0， 
如 1 与 7 属 半 G&G， 则 二 0 【从 pe 定夺 由 mpd 
td )。 坝 


oo 


fn(9)= 2) f= DP-f, 


=0 m= 
据 $ 3.2 定 理 7， 上 式 去 方 等 于 1 。 
《3) 式 中 概率 fir( 了) 人 世 与 个 列 了 了 有关， 实际 上 ， 对 一 切 
1 ， 到 三 GG 都 有 fC?) 一 jf)， 即 fCr ) 只 依 雹 于 了 所 在 的 
子 集 《习题 10)， 


我 们 知道 》] p 郊 表示 自 i 出发， 在 前 1 个 单位 时 间 ( 即 前 


上 三 1 


a 步 ) 再 加 到 的 平均 次 数 ， 基 让 ”了 2 个 表示 每 单位 时 间 内 
R=1 


表 回 到 的 平均 次 数 ， 因 为 志 表 示 自 4 出 发 每 单位 时 间 回 到 


i 的 平均 次 数 ， 所 以 应 有 -2 pm 让， 如 果 质 点 由 1i 
是 一 


出 客 ， 就 杰 考 赎 自 工 是 否 能 到 达 了 的 情况 ， 即 履 考 虑 辣 的 大 
小 。 于 是 我 们 有 


= B41 + 


定理 3 对 任意 状态 i ，j， 

， 0 ， 如 非常 返 或 零 常 返 ， 
i 2- 2 p= 六 如 7 正常 返 。 
= 1 | 


Hp? 





证 明 如 j 为 非常 返 或 零 常 返 ， 由 定理 上 知 b8? 一 0 ， 所 以 
1 D1 pp 一 0 (neo)。 如 7 正常 返 ， 有 周期 4， 我 们 应 


R=1 
用 下 面 一 个 事实 ， 根 资 有 dd 个 数列 《Gaarr} ， SS 一 0， 1， 2， 
机 可 一 工 。 如 对 每 一 3 存在 lim gma = bs 则 必 有 


1 
lim 一 2 ae 一 -本 六 5- (C8) 


在 《8) 中 令 w 一 Pj”， 和 由 定理 2 知 5 一 f(s 站 后 
于 是 得 





1 习 1 -1 do 
lim 一 一 六 入 一 一 了 fi s ) i 
是 一 o0 天 2 d 2 by 
| 1 dd-1 
= 2 fas) 
二 从 
=fislhs, 


当 bj 一 oo 时 ， 理 解 -下 一 一 0， 
定理 3 及 系 指出 ， 当 了 正常 返 时 ， 虽 然 lim Pp 了 7 不 一 定 
存在 ， 但 其 半 均 值 的 极限 恒 存 企 ， 且 当 链 不 可 分 时 ， 这 极限 与 i 
.BS 


污 关 。 在 马 氏 链 理 论 中 ， 忆 是 -个 重要 的 量 。 我 们 可 根据 定义 求 
出 hz 也 可 南 limagg 一 个 i 用 8 近似 计算 ku 下 面 基 求 4 的 男 


一 种 方法 ， 
定理 4 谍 4 必 小 为 不 可 分 禹 押 链 【 即 所 有 的 状态 遍历)。 则 
fm 下 是 方程 组 


满足 条 性 


她 之 人， y= 1 (10) 


证 明 令 T4 一 下 由 定理 2 系 知 pJP 一 7;， 于 是 对 辐 定 的 


正 整 数 米 ， 在 > 疡 由 和 1 中 先 令 一 ce， 再 令 扩 -co， 我 们 得 


了 = 站 
ms 1 。 (C11) 
由 CC-KK 方 各 ， 
有 
p> > pW pise 
育 二 
同上 ， 人 先 令 nn 一 oo， 后 令 村 -~*eo， 到 得 


Tj > Trebrie (12) 
请 = 站 


伪 著 〈12) 式 中 有 一 个 7 使 等 号 不 成 立 ， 经 两 边 对 j 求 和 ， 由 
« S86 。 


(11) 级 数 >) fr 收敛， 我 们 得 


生 一 1 


0 
= ») Tbss 
k=0 Fc 
一 2 TT 2 pa 
真一 i=0 
一 2 ru。 《13) 
二 起 
故 上 式 矛 天。 从 而 对 一 切 了 有 
T 一 >») Tebess 


(14) 
站 二 省 
即 {zn 满足 方程 组 (9 )。 其 次 ， 反 复 运 用 (14) 式 ， 可 得 


下 一 > TPs 


加 
一 了 >) 2 Ti pir ) 
一 2 Tp 
= 2 tiple, 
令 1 一 so， 由 控制 收 伍 定理 得 


"| 3 = 


(15) 


= BF » 


内 为 ri 0 ， 帮 由 .上 式 得 证 站 一 1。 即 {ej 满 是 《10)。 


和 镜 下 证 唯一 尾 。 设 {om) 为 方程 组 《9 ) 的 满 趾 条件 《10) 的 
解 。 仿 上 沾 (15) 式 的 维 导 ， 可 年 


w= 9 ip, C16) 
令 n -co 得 


os (7 je 


(二 ) 平稳 分 布 
定 叉 1 次 《六 间 为 雪 氏 链 必 由 的 转移 宕 昕 ， 如 非 负 数列 
tT 满足 


号 已 


oe 
> T= 1] 3 Tpie RO, C17) 
丰 二 站 i=0 


就 称 fx 为 tx 的 平稳 分 布 ， 
定理 4 指出 ， 不 可 分 的 唤 所 链 外 有 唯一 的 平 获 分 布 ， 此 分 布 
即 是 | 二- 人。 实际 上 这 绪论 对 不 可 分 的 正常 返 综 也 成 立 《 定 理 6 
系 1 )。、 下 面 我 们 证 明 ， 以 其 平稳 分 布 为 初始 分 布 的 蕊 氏 链 是 一 
平稳 过 程 。 
定理 5 设 1z 为 马 氏 链 {xo 的 平稳 分 布 ， 如 果 
Plxo= k= = ll, 2 "'", 
则 (x. 二 户 )=74， 9 32 1， 而 县 对 任意 正 整 殖 "， ! 及 状态 六 ， 
os<v 饼 1， 有 
Pilxm=iys OEYEI)=P(X= ORYE1), 
证 明 
Piso= = 中 Pen FP = Dp 
> 


A 
i 


+ 


盟 后 等 江 由 (15) 出手 。 甘 次 由 $3.1 引 理 2 
Plgsw=iy OSV = Pixs= fo Pi Pi 
= Plxo= jp prtt 
= Plx=j,， 0 所 v1 7), 
对 一 般 的 怠 氏 链 ， 其 平移 分布 是 伸 存 在 ? 如 存 在 ， 是 否 有 崔 
-~? 下面 的 证 二 6 解决 了 这 问题 ， 同 时 指出 了 平稳 分 布 的 构造 ， 
汐 此 先 证 两 个 引 奴 ， 
设 状 态 空间 巨 已 分 解 成 
EF=DUCUC 
— LUI, 
其 中 心 为 非常 返 此 等 常 返 状态 全 体 ， H= UC 每 个 Co 为 基本 正 





引 理 1 对 每 一 C.@F7 有 》) -一 1 


jiEC。 
证 明 设 C, 中 的 状态 有 有 周期 a 。 将 Cs 按 和 3.3 定 理 2 分解 为 
dd-! 
C= U CG 
Y = 了 


由 本 节 定 理 2 系 。 对 任意 1， ， 7 所 C。 我 们 有 


> 证 dad 
lirm pi 7 “一 hi* 
了 一 > 旋 导 i 


由 3.3 定 弄 3， 对 户 每 个 G 都 是 财 茹 为 1 的 不 可 分 闭 集 ， 
故 据 定 型 4《 此 时 一 -一 ) 知 


因此 
89 


a i i 


Vy 1 1 
jEC, to, iEG by 
dl 
rt 
引 理 2 设 直 为 马 氏 链 {1x,} 的 平稳 分 布 ， 则 


(a) = 0, jEQ: 
(b) ej 一 -了 ，j 忆 Co， 其 中 入, 为 满足 站 %. 一 1 的 党 
7 还 


数 。 
证 明 (Ca) 当 j 全 Q 时 ， 由 定理 1p 扩 ->0。 在 (16) 式 中 


令 m >co 邯 得 o) 一 0。 
pb) 设 j 了 了 EEC。 由 C5; 的 闭 性 及 (a)， 我 们 有 


mj 二 3 op = 名 opsy 
EE 


上 式 两 边 对 1 一 1， 2 ，…"y NN 求 和 ， 得 


令 和 N 一 co、， 由 定理 3 系 ， 得 


1 1 
| 2) 四 Hi -一 入 。 “ Ls $ 








iEC, 
其 中 二 >) Di 显然 2 和 一 》， 了 Dj 一 » Dj ] 。 
IEC。 . a i i, iEN 


定理 6 设 @j 汪 0 且 >》 oj<oo， 则 {是 马 氏 链 的 平稳 


j= 


分 布 的 充 要 条 件 为 存在 非 负 数列 信 .}， 使 得 
» gf 。 








(a) ha= 1 
Cb) Dj= 0, 了 EQ: 


(ce) om , jEO,. 
Hi 


证 明 ”必要 性 引 理 2 已 证 , 令 设 存在 们 满足 (8) 一 
Cc)。 册 








2 向 


由 引 理 1 知 上 式 右 方 等 于 了》 和 .= 1。 下 证 {mj} 是 方程 (17) 


的 解 。 
当 J/E 久 时 ， 因 五 是 闭 集 及 〈b )， 我 们 育 
> pi = 2 oipr + D1 oipy 
上 rye iEQ 
二 说 = Dy, 
当 j 了 三 是 时 ， 设 j 记 CC。。 福 意 ， 当 i EH，i 半 CC 时 p= 
0 ， 我 们 得 


Dp Dp 2) Dipy >, Dp 
f iE iEC, 


I 
pr . 18 
-+ bh; ' ) ) 


由 引 理 1， 对 任 给 的 上 >0 ， 存 在 只 售 有 限 多 个 状态 的 集 8.C 
C.， 和 局 


+ 9891 。 





因 些 ， 负 (18) 式 
Bop > -二 pis 外 已 。 【于 号) 


:和 总， 


任 取 站 皇 C-， 由 定理 3， 我 们 有 


[由 
2 A 2 | lim - .28 ho, 





i 所 二 iEB Fm 
+ 

,Ll wrty LL 、 

< lim 2 peri ”二 rp C20) 


于 十， 由 (19)，(20) 及 2 的 任意 性 ， 得 

> Ops < 人 -一 on 1317 
倘若 121) 中 有 一 个 7 了 使 等 号 不 成 立 ， 因 为 人 wi<oo， 将 (247 
两 边 对 ; 求 和 ， 得 


Yo 了 和 
i 
故 了 矛盾 ， 从 和 而 得 汪 


iprr 一 on 了 E 五 。 
i 


下 1 (a) 平稳 分 布 不 存在 的 充 要 条 件 为 五 一 让; 

《b 平稳 分 布 唯一 存在 的 充 要 条 件 为 只 有 一 个 基本 正常 返 
闭 集 C.， 

(ec ) 胖 稳 分 布 有 无 限 多 个 的 充 旨 条件 为 至 少 有 两 个 C。。 

系 2 有 上限 马 氏 链 的 举 稳 分 布 桓 存在 。 

证 肯 ” 当 状 坊 窗 亲 二 为 有 有 限 玉 时 ， 由 定理 1 条 条 在 产妇。 
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例 1 设 居 为 芝 伦 费 斯 特 链 ， 线 移 概率 为 
2Y 一 了 和 


1 一 1 
求 此 链 的 平稳 分 布 及 各 状态 的 平均 回转 了 时间 。 
解 由 (14) 得 方程 组 


T) 
To oN 
Kh pt ln, i 1 hE2N— 1, 
To 一 3 . 
解 此 方程 组 ， 得 


由 条 件 》 1 一 1 得 
Ee 


可 见 ， 女 伦 费 斯 特 链 的 平稳 分 布 为 
T= Cy " 2 2， R= » 1], ‘i*, aN, 
因 {x 不 可 分 ， 放 由 定理 6 及 系 ] 《bh ) 知 ， 平 稳 分 布 {mx} 唯 


一 ， 上 有 rs=- 世 -， 所 以 ， 状 态 & 的 平均 回转 时 间 为 
RIC2N— ED)! 


Ha Nr 
例 2 设 {xs} 为 千 瑞 链 ，pPii=r7;， bb 上 人 和。 为 一 
1 人 
B= 0,， 
ob Dry 
dO 


月 一 E21, 


ba 犁 部 中 


证 明 {xw) 为 正常 返 链 的 充 要 条 件 为 2》 Pt<c， 
由 一 和 
证 明 显然 4 由 不可分。 故 据 系 1 ，{zmy 正常 返 等 价 于 {xw) 
的 平稳 分 布 存在 。 由 《14) 得 
T= Tot Tas 
Ta Me be 二 Try TT Le 
银 为 gx 二 妈 +r= 1， 故 由 上 西式 得 
好 1) 开 | 一 DT 一 个， 
ti 一 Pa 一 GxT ia 1 


于 是 ， 由 归纳 法 可 得 递 推 公式 


T= Et, ho>1 y 
所 以 
TAN 一 aE 二 Dt 
一 月 xy 所 2。 《22 
上 式 丙 边 对 站 求 和 ， 得 
1= Dm dB (23) 
上 a 
从 而 ， 我 们 得 
Tr 二 Be 3 2 0 二 
PB, 
中 


可 见 ， 平 稳 分 布 {x} 存在 的 充 要 条 件 为 7 Bk<< ce。 
鼎 4 


习 题 
4， 证 明 不 可 分 马 氏 链 赴 常 返 的 充 竖 条 件 为 其 平 税 分 布 存在 。 
于 号 二 . 





2， 设 对 每 一 7，1im pf = :存在 且 与 了 上 无关， ri 是 否 为 此 链 的 平 


1 


稳 分 布 ? 
3， 设 {1% 的 每 一 状 次 都 是 注 历 的 ， 癌 lim Pp 区 /是 否 存 在 且 与 i 无 关 ? 
翌 - 全 局 站 


{xn} 的 平移 分布 是 否 存 在 ?是 否 唯 一? 
#. 世上 =11, 2，3 上 上 ， 








| 2 号 [3 1 
1 
Ll 1 1 
P=-:-3 3 a 上 
| 1 
(Ts a 8 
间 lim 和 是 否 存在 ? 求 此 链 的 平移 分 布 、 
[1 一 
8。 设 瑟 ={1， 2 3， 4， 总， 
ff 1 1 外 
-到 一 用 0 
1 1. 1 
和 2 4 9 0 
P=- 
1 1 . 
3 0 3 0 0 | 
1 1 
0 0 0 -2 
1 1 
0 0 0 了 
求 此 链 的 平稳 分 布 ， 


6. 设 蕊 氏 链 的 转移 概率 为 

Pon = 1 Phtt= P, (0 < PO ), phe- o>0, 
i]， + 9=1i。 求 读 链 的 平稳 分 布 

7. 如 大 在 mm 对 一 切 1，j， 有 PP 过 0， 讶 明 


ta fim p17 存在 且 与 让 无 关 | 


上 -Ce 


kb) 吉 此 和 链 有 限 ， 则 JimpjfP?P =z 守 9， 有 > m = 1。 
叶 


oo 


1 
8. 设 1x4} 个 可 分 、 宫 所 。 
ta) 证 明 在 方程 组 
Ji 一 2 有 
广 一 自 
的 一 组 非 负 解 中 ， 如 有 一 个 火 于 黎 ， 风 此 组 解 全 部 大 于 哇 
{hb》 定义 
d= Pt = jj, N11) 1。 
条 
人 0 
Qif= » duty 
Ho=1 


试 证 对 性 一 周 定 移 ，1 中 ;} 是 ta) 中 的 方程 组 的 钥 ， 
和 ,证 思 = 和 一 此， 一 1 0 1，2，… 转 黎 概 率 汶 Prrl= 力 , Dit-! 三 


p+ 和 = 1)。 间 iim 5 是否 存在 ? 


Ho 


0， 设 1 非常 返 ， 丸 {x} 的 某 一 其 本 正常 返 闭 集 C 有 周期 4， 且 CC 已 
d-1 
分 解 为 CC 有】 Gr 证 明定 理 2 中 的 fuCr) 对 一 散 j ,hEGr 有 f(r) 


7 天 小 
mfn(tr). 
位， 设 1xw} 的 正常 返 状 洲 都 基 非 周期 的 ， 试 证 


{#&) 对 一 茹 i, ji ， 存 在 级 腿 Lin p= ys 
Ll 
Cb) far 有 下 列 福 质 ， 


(Ci) mM 0, Ci) 2 mL 等 导 域 立 ， 尹 mi 人 0， 旭 D3b = 
了 


和 36 时 


2» Metra; = ») PisTas, 
加 


县 

*12， 很 设 因 第 11 赴 。 证 明 状 态 室 间 EE 可 分 解 为 万 不 相交 的 子 扣 以 ,了 【， 
了 ,并 … 之 和 。 人 司 得 

ca) 如 jEQ， 则 z= 0 tap = limpgy)s 


[ 一 ec 


(b) 如 /年 Q, 出 zw> 0，》1 wr 1， 其 中 心 是 7。 了 ,天 ,… 中 之 一 。 
7 这 总 
(Ce) Tarrrif ETI， jEIJ， 其 中 
1， 如 f= 了 ， 
w= 


0， 如 TN = 


(读者 比较 ， 这 里 的 与 有 什么 关系 ?这 里 的 分 解 与 3.3 的 分 解 定理 





1 有 什么 区 别 %) 

13， 仿 设 同 第 11 诺 。 将 状态 空间 二 按 第 13 题 分 解 为 

E=QUIUUKRU.., 
证明 对 每 一 状态 i 所 @， 存 在 非 灸 数列 (CT),， M7 UK 

人 以 得 

(ay》 2 MO) 1 ， 其 中 集 族 9 =17T，7， 芭 3 

CEgq 
(by m= nn EQ, 1EIl. 


第 四 章 ”马尔 科 夫 过 程 


第 三 章 讲 了 套数 离散 的 马 氏 链 ， 这 一 章 我 们 介绍 时 间 及 状态 
未 必 离 散 的 马 民 过 程 。Poisson 过 程 和 Wiener 过程 是 两 类 在 理 
论 及 点 用 上 都 很 重要 的 马 氏 过 程 ， 我 们 将 在 第 五 章 系 统 地 介绍 ， 

马 氏 过 程 的 定义 有 三 种 :一般 的 马 氏 过 程 ， 具 有 转 秘 男 数 的 
马 氏 过 程 及 标准 马 氏 过 程 。 在 这 一 章 里 我 们 将 分 述 这 三 种 定义 及 
其 关系 。 最 后 一 节 是 关于 样本 因数 的 连续 性 ， 


8 4.1 关于 5 代数 的 条 件 概率 与 条 件 期 望 


本 节 是 预备 性 知识 。 

(一 ) 定义 

设 已 给 概率 室 间 (QQ，F，P) 及 AEF，P(A)>0 :我 
们 已 知事 件 互 和 .关于 4 的 条 件 概 率 定义 为 
PD 1) 
如 PtA) 二 9， 就 规定 PCB|A)= 0. 

对 固定 的 A，P(A) 半 0。 PC.|A) 是 9 上 的 概率 测 度 。 
因此 ， 随 机 变量 》 关 于 .4 的 条 件数 学 期 望 自然 定义 为 


ECY1A)= | so)P (dolA), 


PCB|IA)= 


或 壮 价 好 
BE(y14)=- 一 二 (| yoyPrdo)， (2) 
PEA J 4 


如 忆 ( A) 二 0， 就 规定 对 一 切 》，E(Y14)= 0. 
特别 当 3 是 集 召 的 示 性 函数 时 ，( 2 ) 就 化 为 (1)， 故 我 们 


" 0 


只 需 考 虑 条 件 期 望 即 可 , 
将 C31A) 的 概念 推广 如 下 。 考虑 晶 的 革 一 分 着 4,，44，， 


A 了 )，【】 4=9，4 和 全 于。 为 了 从 豆 体 
t=1 


上 考 栓 ECY141)，1 一 1，2，-…。 定 义 随机 变量 2(w》， 使 
它 在 4; 上 的 值 为 ECS!14;)，。 即 


zo)= 》 ECYIADTN 0), C3) 


ft = 1 
其 中 工 为 4 的 示 性 函数 。 于 是 ， 对 E13 | 达 吕 的 》， 如 PCAD>> 
0， 由 《2),，《3) 知 


js ywIP(do)= PCA) ECY IA) 


=- |, :Co)P(da) (4) 


加 PCA)= 0，. 上 式 两 边 都 等 于 零 ， 故 (4) 仍 成 立 。 易 见 ， 当 
我 们 取 44， 万 }，PCA) 记 0， 为 外 的 分 割 时 ， 在 (4) 中 以 4A 
代 4 见得 【2 )。 

仿 多 二 0(A， 店 二 1，2，…)， 郑 多 为 合 一 切 A/， 一 1， 
2，…， 的 最 小 5 代数 。 由 于 多 中 的 元 素 〈 除 了 空 舍 外 ) 都 是 某 
些 4 的 并 集 ， 款 由 《4) 可知， 对 任 一 忆 拭 多， 我 们 有 


f， y(o)P(da) — | z(o)P(da)。 (C5) 


记 z2 二 EC》| 多 )}， 则 ECL3| 多 》 具 有 性 质 ， 它 是 多 可 测 而 且 对 一 
其 BE 多 ，( 5) 式 成 立 。 

上 面 是 对 特殊 的 0 代数 多 而 育 。 下 面 把 它 推广 到 一 般 的 o 代 
数 。 受 上 面 的 启示 、， 我 们 定义 

定义 1 设 已 给 随机 变 囊 YY，F|3 | 之 co 及 了 的 子 o 代数 乡 。 
称 随机 变量 殖 (y| 多 ) 为 了》 关于 多 的 条 件数 学 期 望 。 如 果 它 满足 
下 列 两 条 御 


= 上 





(Ca) 五 (3 多 ) 为 多 了 林 测 ; 
Cb》 对 任 一 如 万 多 ， 成 立 


| EC) Pldo)= | , yPede). (6) 


定 兴 2 设 4ES， 称 有 4 的 鞭 性 函 逆 1 关于 多 的 条 件 期 望 
为 A 甘于 多 的 条 人 忻 梳 罕 ， 并 记 为 PLA 多 )。 

换言之 ， 只 .41 多 ) 为 满足 下 列 两 条 许 的 随机 变量 

(a) Rdg) 为 多 可 济 ; 

(Cb) 对 任 一 吾 代 多 ， 成 立 


上 POCAIZ) Pldo) = P(AB). 7) 


为 使 上 述 定 义 有 意义 ， 必 须 保证 满足 条 人 御 “a》 和 (b) 的 
随机 变量 存在 。 为 此 考查 集 函 煞 


9(B) 一 | >Coe)PCda)， BE 


易 见 (8B) 是 多 上 的 广 关 测度， 而 且 如 PCBD)= 0, 则 (8B)= 
0 。 帮 中 在 多 上 关于 测度 PP 绝对 连 续 。 因 此， 所 Radon-Niko- 
dym 定理 ,在 P. 几乎 相处 相等 的 意义 下 ， 满 足 {a&),，(b) 的 
随机 变量 五 (> ] 多 ) 队 一 存在 ， 注 意 ， 上 述 零 测 集 属于 多 ， 

往 后 当 我 们 说 了 关于 多 的 条 件 期 望 〈 或 4 关于 多 的 条 和 件 撤 
学 ) 时 , 指 的 即 是 上 述 等 价 尖 中 的 某 一 个 随机 恋 最- 南召 (3|8 多 ) 
只 是 指 它 们 中 的 一 个 代表 . 

下 面 举 互 《3| 多 ) 的 例子 ， 从 中 也 可 看 出 它 与 通常 的 条 忻 期 
望 的 关系 。 

请 1 度 空 一 (个 ， 中 }， 则 已 (3 多 ) 一 三 y。 

实际 上 , 这 时 筹 于 日 以 自己 为 其 分 制 . 击 (3)》 即 知 ， 
EC(yIF)= ECCIQ)=Ey, 

我 们 也 全 以 据 定 义 去 证 明 。 由 于 这 时 任 一 多 可 测 的 随机 变量 
必 为 常数 5c， 如 在 《6》 中 下 8B 二 日 ， 即 得 0 二 Ey 
， 了 00 * 





例 2 设 多 ={B，D,， DQ}, 其 中 0<P(D)<1, 
则 


ELY1D)Y， 如 @ 饭 喇 ， 
ECY|Z)( 0m)= (8) 
ECLYID)， 如 @ 锋 品 。 


实际 二， 加 以 { 口 ， 吕 为 人 Q 的 分割， 则 多 =9(D，D 
由 (3》)(57 即 得 (8)。 且 由 多 的 构造 纤 (8 ) 是 唯一 的 。 
FF 一 个 例子 的 结论 ， 我 们 以 后 要 经 常用 到 。 
例 3 如 多 = 到 或 了 为 多 可 调 ， 则 
EC(Y|IZ)=» Ba.8.:, (9) 
特别 ， 对 尾 一 玉 刁 多 ， 有 
五 (再 次 ) 一 上 日 (10) 
例 4 疫 X 与 为 连续 型 中 机 认 量 ， 又 Y 可 积 且 (XY) 
有 分 布 密度 f(x， J ), b 内 和 王 。， 牟 客 一 I( 丰 力 即 包 含 一 
切 (XET)，TE9,， 的 最 小 ?代数 ， 则 CY|g) 与 炎 率 论 
中 所定 尽 的 站 美和 于 天 的 条 人 姓 期 望 是 一 敏 的 。 
实际 上 ， 回 忆 了 在 天 = z 条 件 下 的 条 性 密度 沙 数 ， 定 义 


fC912) = ,1 (2)>0, C11) 


其 中 pCz)= | f(z， )dy。 当 PCz)= 0 时 ， 规 定 (11) 
左 方 值 为 0。 于 是 了 在 一 2 条 件 下 的 条 件 期 望 为 

EB(YIX= 2)= | yf 2 Ydy. (12) 
由 11) 知 (12) 有 方 为 z 的 可 油画 数 。 因 此 得 可 测 一 数 

gt2})= EYIN=2 入 2 ER,, 
可 见 ， 了 关于 的 条 件 期 户 
E(YIX)= 9(X) 
为 oC 可 测 。 往 下 证 朋 对 任 一 8 全 oc(X)， 有 
+ INF * 


re a mp 和 


人 g (XP (dO) ff , YP), (C13) 
设 hCzY》 为 任意 有 界 可 测 孙 数 ，4 二 (Cz: pC2z)>>0)。 则 
EChRCXIY)= | | Cy 2, ydady 
ge yf tz 
0 Jin 


= | ,gC2) pz) (2)d 





-人 oCX) 4(X)P do), 
如 在 上 式 中 令 有 (2 ) 一 ZK az ), 械 忆 多 ,。 划 得 


| YPldo)— {| s(x)Pldo), 


{EDTY ET) 
即 汶 (13)。 可 见 9 (CX) 二 E(Y|2), a.e.。 
(二 ) 其 本 和 性质 


读者 注意 ， 以 下 提 到 的 随机 变 景 了 ，y 均 设 可 积 ， 而 且 不 等 
式 ， 等 式 及 极限 关系 式 都 指 对 几乎 所 有 的 吕 成 立 ， 不 另 再 声明 。 

由 于 ECY1I 多 ) 是 用 可 测 性 条 人 忻 〔【a ) 及 积分 性 质 {b) 来 
定义 的 ， 故 可 推 想 ECY| 多 ) 会 具有 勤 风 格 积分 的 一 些 性 质 。 

性 质 !1 对 任意 实数 c，c, 及 ca 有 

(i) El(c|Ig)= 0 

(ii 线性 性 ， 


Elcy+eyls)=oECy | ) +o Ey,|2). 
证 明 《i) 是 例 3 的 特殊 情况 . 往 下 证 (ii). 由 定义 知 


2 
>》 cE(yr 多 ) 为 加 测 。 其次， 对 任 一 BE ， 有 


b=1 
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[, | > Ele) Pde) 
吓 = 1] 
2 2 
-2 ce ECs) Pde) -2 c |】 yp ldo) 


2 
-| {> a Ped), 


故 (i 得 证 。 
性 岳 2 非 负 性 及 单调 性 . 
《i) 如 ?>20， 刚玉 fo 多 ) 0 
(ii) 如 3 WECy SI)PE Cy, ZY), | 
证 明 设 y 汪 0， 令 
B=t@:E(y ls) 0) < 0), 


B=(o1E(YIg) < 六 六 m= 1, 2, 


易 纪 请 二 UU) Bm 而 和 且 


=] 


1 
-PC(B.)> I EtyI2)}P(ldo) 


= | , yzco)> 0. 

可 见 P(B,)= 0,， 从 而 PCB)= 0. 故 (1) 成 空 。、 由 (C1) 及 
性 质 1 即 可 扒 得 (ii), 

性 质 3 ECylg) Sy1 |g). 

证 明 因 |y| + 上 »， 由 性 质 2 及 性 质 1 

Elly||s)>+ E(ylg), 

故 性 质 3 成 立 。 

性 质 4 单调 政 黎 定理 

设 0 yt Crroo)， Elyl<eo, 则 ECyig) 1 
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E(S|g) (He), 
证 柄 由 0 过 yoS 生 3 得 0 委 忆 (人 多) 委 五 (人 多)S 生 
< 委 五 (| 多 )。 故 对 几乎 所 有 的 o，lim 下 (oji 空 ) 存在 , 在 使 


极限 不 存在 的 上 上 省 文 极 眼 和 值 为 敬 。 如 此 规定 后 ， im 五 (oo 多 


为 多 训 测 。 往 下 证 它 等 于 三 63Y| 多 )。 任 取 吕 皇 罗 ， 据 积 分 单调 
收 伍 定 还 ， 我 们 得 


」，Hm EG?) Pld)= lim | ,ECylg)P (do) 


-lim 和， wPddo= |, yPldo), 
胡 人 im Ely )= E(ty|), 
性 质 5 控制 收效 定理 
设 |y 守 EI。 及 (CH -rco)， 则 
Elyls I >ECYIG), (noo). {14) 
证 明 邻 


Sa SttD Ves 了 一 inf Yeo 
下 深入 六 下 衣 


国之 Yo 3 Teo) 散 当 -ooe 时 
站 二 一 一 
DY 十 十。 
因此 ， 当 # 一 ce 时 ， 由 单调 收 伍 定理 知 
E(x—-SHiZ)4 EC —»|g), 
ECx+isg)t E(x yi 
战 而 当 n 一 co 时 
E(tS SZ)Yy ECSYIZ), (15) 
El)t Ety g), (16) 
其 次 ， 用 Tssoyorso 及 性 夺 2 其 
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FE(JSIEE( SIEEO FF), 
在 上 不 等 式 中 令 # 一 0， 由 (15)，(16) 得 (14).。 EW 天 
性 质 6 ”如 随 机 变量 z 是 多 可 测 ， 县 已 2 本 co 则 
百人 (372 多) 一 z 瑟 (7 多 小 CIF} 
证 明 令 
多 一 1 by oo}, 
I 一 {z+2 对 (17) 成 并}，。 
由 性 质 1 及 人 性质 4 易 证 工 基 放 - 闪 。 其 网， 当 z Tw，AEg 时 ， 
z 是 多 本 测 ， 且 对 一 其 8 守 多 ， 有 


， zyP(do)= | yP (dw) = 个 ECYIZ)P (do) 
= | ,zBEC7 1g)P (do), 


因此 了 . 生 工 ， 于 是 据 多 - 系 法 《附录 (一 》 定 理 2) 知 ， 革 包含 
一 声 属 于 多 中 开关 于 多 可 测 的 范 数 。 

性 质 7 《i) 全 数学 期 望 公式: 

ECECYy|Ig)]=Ey: 

Gi) 重 条 忻 期 望 公 式 . 

EEE(Sy IZ IF I= EY!S,)= ELE(IIS, ZI, 其 中 
FC 

证 明 (i) 只 需 在 (8) 中 令 了 = 会 即 得 ， 

{ii》 因 多 jC 己 多 ;， 南 C3 | 多 1) 为 多 ,可 测 ， 从 而 由 例 3 的 
结论 得 第 一 个 等 式 。 为 证 第 二 个 等 式 ， 只 堪 注 意 ， 和 如 8 全 多 ,, 则 
丹 守 多 ,。 所 以 有 


j， yPlado)= | ， ElyIg YP (do). 
在 以 上 基本 性 质 中 ， 换取 二 J 卫 ， A 就 可 得 到 关于 条 
忻 狐 率 的 相应 性 质 。 下 面 列举 其 中 的 几 个 。 以 下 均 设 4，4.G 
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性 质 〔a) 0 志 P{(Alg)E1. 
性 质 (b) 如 PIC4)=0， 则 已 (4 多 ) 一 03 《187 
如 PC4)=1， 则 PK4IYB) 一 1。 (19) 
性 质 (ce) 如 4,4 4 或 4,.4 4， 则 
PlAsS -PLAIS) (nro0), 
性 质 〈d) 如 4 一刀 【站 兰考 )， 则 


plU =) Pd) 


{a) 一 [的 证 明 由 性 质 2 及 0 乙 L<1 得 (ta), 由 (7) 
武 扩 性 质 a) 得 18)。 姑 PCA)= 1 ， 则 由 《18) 


0 一 万 (4 多 ) 
一 瓦 (1 一 1 | 色 ) 
=1- P(A'F), 
得 证 《19)。 
如 .44+ 4。、 则 7 + 。 由 性 质 4 即 得 〈《e》， 
设 4.， 44， “人 也 互 不 相交 ， 风电 \) 了 
全 R=1 


质 1 绑 (dd) 对 有 限 的 场合 正确 . 再 应 出 性质 《 c ) 序 星 对 再 列 
多 个 互 不 相 诡 的 闻 ，， 4,, ny 性 质 Cd) 也 对 ， 
关于 条 和 件 期 望 的 其 它 性 质 见 习题 7 ，8 ，9，41 等 。 


习 题 
] 人 证 明 任 一 可 积 的 苞 机 变量 ,可 分 贸 为 


Y=2+EiY YY, 
其 中 z 王 足 匹 (5 = 0， 点 为 任 一 有 扯 多 可 珊 的 随机 变量 
2 设 玉 || 过 oo， 了 7 有 界 ， 折 旨 
ElEiIY B12 = {yyE(2. 8)}, 
局: 证 明 
i X= a. ee, MECCXIS) = EIS ey 
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GD nmX:= EY a. ee ,HEF GS)=Aa .WM -Ya.e., 
4 被 吾 lynr<ce， 瑟 :> 所 四 。 称 y。 移 罗 黎 于 > ， 如 区 性: 有 加 随 证 这 
基 >， lim 下 fynz = 百人 3z)。 试 证 如 y 弱 疏 获 于 了 了， 则 号 (yal 名) 台 收 


六 -已 D 
鼓手 声 (3y | 好) 。 
5. 谈 吾 |y I< BBE, 车 = 0 (4B: AE},. 证 明 
了 局 人 Ta 二) = E(t) ae。 
BY/ 恨 g 51 及 如 为 的 于 代数 。 证明 下 列 册 条 件 等 价 ， 
{ay 导 一 赚 有 {EE 十 |， 日 记号 ;:， 有 
PABIE) = PAAIBY PBI) a.e.) 
Ch)》 令 加 LV 表示 世 会 吕 1U 兴 的 最 小 5 代数 。 则 对 一 期 BE 学 有 
PIBIS YVR} = P (BR) ee .。 
我 们 称 满 足 上 述 茶 性 (a) 或 tb》 的 子 9 和 代数 加 1 和 和 加 :为 甘于 疙 条 
性 独立 
?yy Ceuchy_$chwarz 不 等 式 、 
证 明和 如 ELX 作 ee，EIY 总 o， 则 
{FE UXYIGI EE (XG EF? a ee. 
/Fatou 引 再 。。 X20，Xw ty 13 和 PE | 鲜 ) 
投 0Cxn 吃 2，B1Z|<oo。 证明 lim Ew) 


El(llm xnl $)E lim E(x SB) a, 0.,。 
RD oo 


9. 齐 xn， YZ 均 可 积 、 试 证 
(ii 如 FSoma ee.， 且 li x 可 积 则 


Ne 
EC lim xx| 3)} < lim Cs Gs!) a, ek 
Hop Fo 
(如 XZ 有 和 则 
-0 


Tm Eta| SIEE(C lm Yala. ee.。 


1 一 on 


10， 设 Xi, xz; … 相 六 独立 且 EF|xs| 之 = 证 朋 EX < 
{ip EE Xmrills ey Xe = EXnrl 二 全 ny Ex VE = EX - 


Gi) 令 we = 3 xx， 则 对 任意 1 六 1， 
=1 
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肆 《yn+ilyly jay I) = Yn 有 
的 充 村 条件 为 yn = 0， 1 产 1。 其 中 记 屿 吾 ( 人 as axm = 下 19 人 
py, 
11， 设 已 给 上 天 的 于 0 代数 列 当 j 生 加 aC 这 六 ， 上 扩 避 积 的 随机 克昌 
居 。 征 又 
n= XI = ，2 
证 明 EE Gast Ya ep 二 《有 
12， 设 下 为 某 一 有 和 界 可 测 琢 数 类 ， 站 具有 性 质 ， 对 任 一 开 尝 G> 存在 
Ts 蕊 时 使 fat1s。 域 证 ， 如 有 黄 个 随 妃 变量 针 和 了 六， 其 中 区 为 名 可 油 ， 且 对 
任 一 了 所 性 有 
ECf FIG) = (AX) a.¢. 
则 X= a,, 
15， 记 寻 沁 的 定义 同上 题 。 证 明 如 随 掩 变 基 并 和 了 满 中 对 任意 上 .2 全 
咱 戚 立 
Elf (XY GN = EFE{f (YY) 9 (CX)}, 
网 丰 = 下 ae,, 
14， 试 举 一 反 例 指出 ， 出 此 件 期 斋 的 定 浆 ，-- 般 不 能 得 到 EE (319) = 
3a. 4. 其 中 吉大 史 。 | 
15. 各 性 分 布 
设 已 纵 ( 昌 , 字 ,了 )， 辽 o 枯 数 池 己 斌 此 二 元 函数 GG 54, 5)}，A 全 字 ， 
EQ, 称 G (4, 为 关于 光 的 顷 性 分 布 ， 如 它 满 足 
Ci》 对 每 一 0，G 1{-, mo) 是 突 上 的 顾 率 测 毫 ; 
Gi 对 替 一 4， 存 在 号 所 ww，P(CB)=0， 合 
GA m= P(A v8, 
试 还 如 G (4, 中) 为 关于 罗 的 条 忻 分 布 ， 风 对 任 一 可 积 随机 变量 > ， 存 在 
呈 守 名 ， 记 (8B)= 0， 使 得 妆 各 2B 时 


Elyl9) (wm) =- {yr ‘0 Ge, 四) 


Nm 不 得 式 . 
亢 数 《3)。， = 拓 玉 济 凸 车 数 ， 如 对 任 交 和 ，z 全 六 


贡 十 呈 . 本 _ 
st i) Ct) 


成 立 
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试 证 如 9 (2》 汶 证 酒 数 ， 月 销 机 蛮 好 上 可 积 ， 册 
gLEC(EISIIEETIICE)GI a.e.. 
提示 ”对 每 -所 全 ， 利 用 先 造 过 上 的 一 概率 测 珊 记忆 ,mm) 如 下 ， 
仿 久 表示 金 体 有 开 轴 ，' 叶 rf 世 日 定 义 
FEr,m)= pr Er|y) Co). 
出 条 性 概率 揭 生 和 质 知 ， 存 让 有 太 ， 忆 5B) -0， 当 上 生 及 时 ， 作 汶 了 的 函数 
Pr 0) 单调 不 减 、 右 连续 , 且 lim Ftr， = 1. 今 对 ER 
定义 
{i Fryoa)y， 如 % 宗 8B， 
Fia. 4, 人 
8 31 ;如 mER, 
其 中 也 (为 与 品 无 闫 揭 任 -- 周 定 的 分 布 函 数 。 于 是 对 每 - 口 得 分 布 阔 数 
所 (0 ,0@)，9 E 玉 。 从 而 可 产后 一 菇 率 测 度 民 (4 oj, 4E 另 |， 急 
= 有 1 和 EE 加 | 且 合 F(A4, ww》 为 好 可 测 }， 
则 误 是 》》- 系 ， 且 由 下 的 定义 知 絮 会 一 切 (~ so 9]， 极 如 = 盆 ;。 从 而 对 
枉 --- A4EE 视 1， 忆 {A 加】 为 各 可 斋 潜 数 。 
证 
={gt2)1g 为 久 ( 可 沛 HRI9 (| 一 oo 
TE A 站 cryPFdac oo 


草 荆 为 民 - 系 几 匡 包 汪 一角 人 入 {~ 吕 ,61 的 示 性 消 数 ， 因 此 工 包 会 问 中 一 慨 
过 1 可 测 奖 数 。 特别 ， 取 91#)= zz， 得 


Ets'g) 0) = {sr cas, 0), [ 可 | 


故 证 明 jensen 在 等 式 化 为 证 更 


Ge 胰 寺 
so{ 太 ce "}< fg) Fd, 四) 


出 圭 式 据 西 了 数理 论 中 的 Jensen 不等式 是 成 立 的 {读者 出 较 EEE= 


{Fe es) 与 《*) 式 ， 自 然 称 所 to, wm)，a 毛 R， 为 E 荧 于 的 条 
件 分 布 卫 数 ) 。 
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34.2 马尔 科 夫 过 程 


如 不 特别 说 明 ， 本 章 丛 设 (QQ ， 了 人， 了 ) 是 完备 概率 空间， 
7 一 50，co)， 随 机 过 程 :x， 1 万 TT} 移 状态 空间 (EF， 当 )= 
CR， 多)), 

《一 ) 马 氏 过 程 的 定义 

称 .的 -a 代数 族 {.F,，t 裕 0} 为 0 代数 流 , 如 果 交 < 
0<s ss 和 1 。、 特 别称 6 代数 流 广 庆 ， 1 守 0)， 其 中 1 二 0 人 x， 
# 所 +)， 为 随机 过 程 {x,， 1 守 0} 的 自然 9 代数 流 。 

定 光 1 称 随 向 过 了 剑 {x， | 壮 0) 闫 于 0 代数 流 { 人 {IT 0》 
为 适应 的 【简称 4x 为 {FF 0 通 应 过 程 ，， 如 果 对 每 一 1 训 0， x 
是 ;可 测 。 

星 然 ，{20 恒 为 {7 天 应 过 程 。 易 敌 ， 如 {3 为 {Ti} 适应 
过 程 ， 则 CF,， + 守 00。 

定义 2 称 随机 过 程 {x%，f 守 0) 关于 oo 代数 流 {F,，:i 这 
0}) 为 马尔 科 夫 过 程 (简称 {x/，. 了 2/ 为 马 氏 过 程 )) 如 {wi) 为 (81 
适应 二 程 ， 且 对 一 切 0 所 5 所 1 及 柱 伍 多， 有 

PmETIF)= PAEIT ly) .By C1 
其 中 记 寻 PC 1%)= PC .io (x)). 

条 忻 《1 称 为 马尔 科 夫 性 。 其 青 观 意义 如 下 ， 如 把 所 看 
成 某 一 随机 质点 在 时 刻 工 所 处 的 状态 。 那 么 ， 蕊 民 性 《1 》 才 未 
根据 质点 站 “过 去 ”一 段 时 间 [C0， s J 所 观测 到 的 六 意 ， 去 预测 
“将 来 ”质点 在 时 刻 C+ > 5 》 的 运动 情 帝 与 凡 根 据 质 点 在 “ 现 
在 ”时 刻 * 的 知识 所 预测 结果 是 一 样 的 “读者 回忆 $3.1 蕊 氏 性 
的 意义 )。 

如 {了 是 蕊 民 过 程 ， 这 时 #7 性 .Jt， 在 (1) 欧 两 边 取 
关于 . 广 , 的 条 件 期 望 ， 可 向 (xz，- 闻 小 也 基 蕊 氏 过 程 。 

往 后 当 提 到 tx: 是 马 氏 过 程 而 不 指明 其 G 找 数 流 时 ， 捐 的 就 
是 马 氏 过 程 (xz A 让。 


” 了 II。 


对 马 氏 过 程 4x) ，t 4》 化 为 对 切 0 志 5s 志 + 
PAXET I ?Rs)=POWETIX) ae (2) 

其 中 记 妨 P(x ?3mPC I) 

定理 1 x， 1 字 0} 是 蕊 外 过 程 的 充 避 条 作为 ， 对 任意 有 
限 多 个 0 起 1 之 和 之 … 之 1 及 栈 己 放 ， 有 

PlxwmET lx Xi = PNET lr.,) A (3) 

证 明 设 区 i) 为 马 氏 过 程 ， 在 (2) 中 令 =is 5 = 
并 对 (2 ) 的 两 边 取 关 于 o 代数 0 (x,,，…，x,.,) 的 条 件 期 识 ， 
由 重 条 件 期 望 公 式 即 得 ( 3 )。 

有 反之， 设 (3) 成 立 。 当 #8 二 + 时， 回忆 4.1 例 3 知 (2) 
的 两 边 都 几乎 处 处 等 于 了 =r)。 今 设 5 之 ， 显然 己 fxE 
让 [x 为 . 广 ,可 测 。 其 次 任 取 刀 后. 下 证 


i PSETIx) Pd0) = PCB, RETY, (4) 





他 
A 二 {B81:BES，8B 使 (4) 成 立 }， 
唱和 是 让- 系 。 当 六 3 < 二 
B=C%,ED, +ny Kr ET (5) 


时 ， 不 妨 人 和 假定 m-; 一 5， 则 由 (3) 知 C4) 成 立 。 可见 太 包含 
一 切 形 如 〈5》 的 柱 集 。 但 全 体 这 样 的 柱 集 构成 一 个 产生 #7', 的 
7. 系 ， 有 从 而 由 )- 系 法 知 上 局 .六 (4 ) 得 证 。 

特别 ， 当 参数 是 离散 时 ， 和 条件“3 ) 式 等 价 于 对 任意 站 次 由 
有 :见习 题 4) 

P(Xan ET Wy os HA) PXnmETIXs) a.e.. 

(6) 

下 耐 举 马 氏 过 程 的 郊 个 例子 。 

例 1 马 氏 链 {%。，# 汪 0} 上 是 马 针 过程。 

实际 上 ， 由 上 节 条 件 概率 性 质 《d) 为 证 《6) 式 只 需 证 
对 和 任 训 放 及 状态 7 ， 有 


" Ili : 


P{x,— i jx i. 六 Pe 《ww 一 i jx,} 号 .和 .。 
在 Xs X1 一 1 yy Ni PB)> 0 全 
有 Peno=ipoOPtdo-P(B， xn) (7) 


即 可 。 由 于 己 (xm= io) 在 集 是 上 的 和信 为 已 (xm= Ts 一 im 故 
(7) 化 为 
五 (xm 一 于 | 一 说) 站 (Ya 一 io MXo 一 加 一 下 (2 一 io ‘ey 
ao 一 ip Xu ), 
上 式 等 价 于 
Plxm= 1 [Xs =is) = PCrn = 1 X=in 2 一 1 《8) 


但 (tx 小 是 马 氏 链 ，( 8 ) 自然 成 立 。 
例 2 设 人 {yo 为 相互 独立 的 随机 变 量 序 列 ，xs 一 了 yx: 


请 兰 时 
f=1， 3， 一 。 则 {x 是 蕊 开 过 程 . 
实际 上 ， 对 任意 AA， BE 多 .， 我 们 有 
PlXsE 4， YaE Bly yay “*y Ye) 
= P(X A WE BI) he., (C9) 

这 是 因 汐 “9 的 左 方 

PlxaitE A yrE Bly "my Yr) 

= ELAXo DTC 3 

T(x) EAy)l ae.. 

最 后 等 式 是 因 了 lx61) 为 5f， …，3o 可 测 玉 7 (ys) 与 
V4.1 避 舱 10)， 同 理 (939) 的 右 方 
五 (xna-1E 了 44， yu Bila-1) = FELIXs-1) .了 ya 将 
Txs) : 巨 CTa(yo ae.， 

于 是 由 《31) 应 用 和 - 系 法 可 知 ， 对 一 切 台 包罗 x 客 ， 有 
P {so IDEGIY Wo 
= Pa ya 人 他 | asey (10) 


待 别 ， 吉 荆 所 多,， 我 们 有 

Pret ysET Hy 0 Ys) = Pls yaET xe) 

Be.s C11) 

人 证 xi 十 3 一 to 到 gf ry Yn) = TCX 9 wa-1)， 所 
岂 由 《ii) 得 

P(EET | oy Hn) PLET IY) ae 
由 《名 ) 千 {xn} 为 马 氏 过 程 。 

例 3 独立 瑞 晤 过程. 

区 {x + 汪 0) 为 独立 增 量 过 程 ， 如 对 任意 0 ft 
之 ， 随机 变量 x， 一 一 相互 独 立 . 
天 fx， 二 部 00} 为 怠 开 这 程 ， 

实际 上 ， 对 性 意 0 ht ty 


n LO 
上 一 1 Cm = >» Vrs 
k=1 太 = 0 


其 中 yo 二 XY 一 Xi, 一 Xa 1。 由 说 4 由 相互 独立 ， 故 
据 例 2 知 

PExe ET hes xp Ke) = P(X ET ae.， 击 
定理 1 知 {xi} 为 瑟 民 过 程 . 

例 4 Poisson 过 程 与 Wiener 过 程 ， 

称 取 非 负 浆 数 值 的 随机 过 程 1x:， 了 之 0} 为 Poisson 过 程 ， 如 
它 渍 足 

fi {x0 基 独 立 玉 最 讨 积 ; 

i) 对 任 了 5 各，xwr 一 xX: 具有 参数 为 和 C1 一 5》 的 普 
阿 松 分 布 ， 即 


五 【2 一 2 一 下) 一 





MOE) 


后 exp 一 和 (人 了 一 好， 


入 ee 0 志 
玉 实 信和 纺 机 过 程 {x， ! 守 0) 为 Wiensr 过 程 (或 布朗 运动 
计 程 )， 如 它 满足 . 
* T1383 +* 





Ci) (x9 为 独立 增 二 过 程 ， 


Gi) 对 0 过 了 受 t+， 一 %; 的 分 布 为 NC0,0rv 1 二 5s》 
其 中 o> 0、 

由 和 例 3 如 上 述 两 类 重要 的 过 程 为 马 直 过程， 而 且 我 们 还 可 所 
道 初始 为 9 的 Wiener 过 程 是 正 态 过 程 。 实 际 上 ， 任 取 2 ，*i,, 
不 全 为 雪 的 实数 4g， ca，…， 
Qs 则 


让 咕 
2 a 一 》) (人 一 3 
Rs 1 


品 妆 工 
其 中 i 二 0, bar= Gr den ds 由 条 性 C iy), C1) 可知 上 式 


| 0，c | 2 BG te) ) 因此 , 由 
k=1 
$2.2 定理 1 知 {xx 是 正六 过 程 ， 
(二 》 马 氏 性 的 刍 价 形式 
如 同 3.1 一 样 ， 蕊 氏 性 ( 1 》 有 儿 种 不 同 的 等 价 形式。 下 
贰 定理 中 的 等 式 均 指 几 乎 处 处 成 立 。 
定理 2 设 {z。，t+ 之 10) 为 5 代数 流 {7， 5 20)} 通 应 过 程 ， 
则 下 列 诸 条 件 等 价 ， 对 任意 0 二; 志 1 
(ay POETIF)= PNET (12) 
(Cb) 对 任意 多 可 测 函 数 /(3)，YEE, 且 Elf (xl< oo， 


有 
ECF ix I= FC fx Nr) (13) 
人 ey 对 任意 可 测 随 机 变量 717， 瑟 | 之， 有 
Bt) EC Fg = E(x), (14) 


其 中 A 二 0(x， 二 站 
Cd7 对 任 一 4EEY"，BEF.， 有 
PCABIxs) = PCAN PCBIS), (15) 
114 5 后 关 了 06 签 作 为 记 之 ， 





证 驳 证明 思 路 如 下 : 






mb)-(a) 
(a J ey) 
id)—=(a) 
先 证 (at cD). 二 Ne 于 
et 和 
第 一 步 ， 死 证 测 性 语 世 过 -= <， 关 o(x) 可 测 的 随机 变量 





nn， EIN|<oo，(14) 成 站。 
实际 上 ， 当 5 二 | 时 《14) 两 边 痢 等于。 今 设 5 壹 1。 令 
P=: Ei}, 
工 王 1:19 使 (14) 成 立 }， 
则 工 是 宅 - 系 ， 由 《12) 知 示 性 前 数 wen 扬 上 L， 义 一 切 全 
DT)， 工 筷 鸭 梅 成 5 代数 oso。 故 由 有 到- 系 法 知 工 包 会 一 切 属于 
多 而 且 5 (Cx) 可 测 的 随 松 芝 最 ' cn。- 4 Ww 
第 二 步 ， 对 任意 人 和 芝 三 之 之 4m， 站/ 刁 久 ， 证 类 
PX,ET, i < 1 二 P(x Ei, 
1 nx), (16) 
用 归纳 法 证 之 。 当 玉 二 1 时 《16) 化 为 《12)。 今 设 《16) 对 二 一 
1 正确 。 令 
Al=(%,,ET), A = CX ED, 2 委 i 人 A=A,4,。 
bf 则 由 条 件 期 望 的 性 质 6 和 7 了 7 知 
P(AlF)= ECT Ta) 


= ELE ” NR DR | 


= ECE (Tal Fs}, (C17) 
由 归纳 法 假定 巨人 9) 一 五 (sx 代入 (17) 得 
五 (4 到 六 一 五 [三 人 ax 开口， {18) 


但 了 五 (xs 为 0 (CX,,) 可 测 ， 故 据 第 一 步 所 证 及 《18)， 我 
” 们 得 . 
了 


Te 








站 (一 下 [Cd (19) 
别 一 方面 ， 由 重 条 件 期 请 公式 
Pidlxy = ELE(C .FR.,) x 
= RC, E(x 
= Ea Pdi ixe), {20) 
出 较 (193)。，(20) 得 证 【16)。 
第 .= 步 ， 证 明和 条件 《〈《e ) 成 立 。 为 此 令 
= FIN), 
一 tt: 使 4114) 成 立 }， 
出 (16) 扼 开 包含 一 切 ，A 一 (xED i 二 1， 2 
裔 学 1， 5 人 全 多 。 叉 一 切 这 种 形状 的 柱 集 4 询 成 产生 
6 代数 .4 的 r- 系 。 因 此 由 名- 系 法 知 ， 天 包含 一 切 各 中 “可 测 
的 陆 机 变 景 ， 
《ec 人 0b) 因为 tb) 是 (6) 的 特殊 情况 . 
《b ) 之 4a 7) 只 需 在 〈13) 中 到 /7 0 一 4rfy) 即 得 ， 
te 2 人 dj 在 《14) 中 令 1=1s，AEE.#"， 得 


PilAIF)= POAI), (21) 
加 国 .到 | (X= ,y 夏 ‘21) 可 写成 
POCALFSNV oO (w= PC AX). (22) 


由 生 4. 1 习题 6 邱 (22》 等 价 士 【15)。 

(da 如 C15) 成 立 ， 刚 【22) 成 立 ， 从 而 (21) 成 
立 。 在 (21) 中 取 有 4= 三 门 全 A 好 得 《aJ。 计 理 证 毕 。 

共和 忻 (gd) 的 -- 盘 化 见习 题 5 的 (ff2”。 下 面 的 另 一 种 等 价 
形式 是 定理 1 的 直接 推论 。 

了 系 设 {Xs，+t 半 0}) 为 (FF,，f 守 0}) 适 应 过 程 ， 则 定理 1 的 
条 件 (a》 与 下 刻 诸 条 性 等 价 ， 

tLe) 对 任意 4 生 中 ,， 瑟 Er s 凑 0， 有 


| 4 五 【站 iid)= P(AB), (C23) 


* 了 





Cf) 对 任 一 ;可 测 的 人 及 Vr" 可 测 的 9， 如 E11j<o0, 玉 

持 相 <eo， 则 
Finsm FCEECHN x )Y, (24) 

证 明 (a)<>(e)， 如 (aD) 成立， 出 定理 1 在 (14) 中 令 
1 一 六 即 得 《23)。 反 之 ， 只 需 在 〈23) 中 令 B 一 {x:ES》 即 得 
《a 

[ac< 拓 >(f) 设 (a) 成 立 由 定理 1 在 (14) 的 两 边 素 
上 上， 再 取 数 学 期 望 并 注意 4.1 性 质 6 利 7 即 得 (24)。 反 之 ， 
如 Cf 成 立 在 (24) 中 令 E= 了 ss 4E = 了 osry 
六 ?3， 即 知 《a) 成 立 。 


习 题 
1， 设 os xl Xa … 为 丰 芋 独立 的 随机 序列 ,证 明 {x 由 为 马 氏 迁 租 。 
2 设 已 给 贿 机 过 班 {xp 1 半 0}。 令 
外 
试 证 1* 引 西 两 独立 的 充 要 夭 伯 为， 对 胡 一 + 3 大 『 全 更 ， 有 
P(xETIF NN) = P(rEDY a4, 6. 。 
揭示 利用 $4.1 忆 题 6。 令 其 中 邮 = 1 中， Ry， = 9 x)， 
5 证 明 当 题 3 等 价 于 对 任意 0 (x 可 测 月 可 积 的 随机 变量 yy， 囊 立 
Elylg = Fy a e. 
#4. 设 1xa， 中 人 0 为 处 机 抒 列 ， 状 态 室 间 为 〈 百 , 兄 )。 试 注 {xxj 是 配 
氏 进 程 的 充 要 条 性 为 ， 对 性-- 和 加 1 及 CE 多 ， 有 
已 《Xp+T ET Hg Ky 9 = 已 (xml ETIxnY Ba. e, 
袖 示 设 上 式 成 立 ， 只 需 证 对 任 上 安 1 有 
P (xsrt ET es Ka) = 已 【Yat EDI) a. ee 长 旺 ) 
由 此 易 得 对 任意 0 呈 m<na 拒 -<n 扫 训 有 
P txmET xm, Xn) = P xm EX) a e., 
用 归纳 法 证 明 (*》 式 .办 
PP xara ET os ey xn) = ECFR OCxng) [Noy oy Xara) os "+, xn 了 
= EEE C(t) a a3) Xos rr, Xn], 


。 1i?7 。 


np 


已 知 当 上 入 = 1 时 C+) 成立。 今 设 (*) 对 上 - 1 成立 ， 则 由 上 式 可 推荐 
P xn 4 ET|Xos 9 Xn) 
二 EEE CT Cap) [xned-1) [xa] 
= ELP (re Ein sd) xs) 
= ECP {XtETj Xo: Xs + (Xm 
= P (xi 直下 | xm) a&. e. 。 
5， 令 f= g(x $1)。 证明 {%t} 是 马 民 过 程 的 克 要 条 件 沟 下 
到 任 一 条 件 成 立 ， 
《es 对 任意 0 = 号 二 TE 呈 ， 有 
P ETI ND = P(x Ex) ae 
(f)” 计 任 意 t 庆 0， 如 上 为 1 可 测 ， 为 A 可 测 ， 且 E11 之 -， 
ElTl<, EIN 
E{ENxe) = ECENxXD) FE (UNIN) a.e., 
6， 设 {fxr, + 加 0 为 { 凶 pm 寺 芝 和 上 适度 过 程 。 证 明 {xr 优 小 是 马 丰 过 程 
的 充 可 条 性 为 ， 对 插 1 训 0 及 并 全 六 1， 有 
PiAIAHN= P(A a.e,, 
7， 设 {x + 六 0} 为 {TF 了 祈 0} 适 应 过 程 ，98 (3y)，> 算 呈 是 山林 
测 函 数 且 E19 (xD|coeo， + 之 0、 证明 如 杂 对 上 述 每 一 9《》)， 存 在 汶 可 
谢 画 数 《yyY 上 站。 当 0 帮 # 之 了 了 时， 成 立 


ECLSg xn) = F(X) a,e., 
靖 {xa 实 汪 为 马 氏 过 程 ， 
8、 设 {x 入， + 洲 9} 为 马 氏 过 程 ， 妈 于 9 代数 YE 与 每 一 和 独立 ， 亦 
即 PPCADD = PtA) PIB) 4EE BERFr 明 {xn V7 沾 也 是 驴友 
过 程 ， 
pr9- 设 {x f 这 0} 为 马 氏 过 程 ， 令 T' 为 7 了 = 了 [0,00) 的 反 序 集 。 试 证 
{xn + 所 TT 仿 是 蕊 氏 过 程 ， 亦 期 证 骨 对 任意 5 区 和 守 lp 革 于 
tn。 有 
P (Xr EVIxn Xt rs Xe) = P(XrETIXD 8 8。 
{读者 回忆 $3.1 习题 ) . 
10， 设 已 给 随机 序列 {xs, nm 有 1 区 {y # 六 11， 其 状态 空 间 为 (号 ， 
琅 )， 胜 和 与 Xat 世上 】 和 独立。 六 这 (X,Y》 为 (XE， 莉 X 当 ] 一 -3 


" 118 。 





1( 吉 ， 闻 ) 的 在 措 ， 且 假定 对 一 切 n9， 有 
Futl = 下 【ng Yoriye, 
证 遇 {xs, 1 六 1 为 马 氏 过 程 。 
人， 证 随机 过 程 +oo + 2 人 的 状态 窑 间 吾 为 可 列 入 。 证 明 人 作为 蕊 天 
过 程 的 完 要 条 体 为 ， 对 任意 0 愉 机 志和 所 匀 苞 可耻 iia ein 所 王 有 
P Cxin = in|xey 二 fly 1 In = 瑚 Cxe ine ini) 


(满足 上 述 条 件 的 随机 过 程 {x} 称 为 束 挝 参数 马 氏 构 } 。 


$4.5 齐 次 马尔 科 夫 过 程 


(一 ) 转 称 概 率 函 数 

定义 1! 称 由 元 西数 PCs， x 1t: TT)，#， + 人 ET,* 式 
ft， 下 挟 . 鹤 ，x 和 后 乓 为 正规 转移 概 素 函 雪 【简称 转移 函 效 ), 如 果 
它 满足 下 列 四 个 条 性 ， 

《i 》 对 辐 定 的 ss，x，1， 了 (ss，x; 1， 全 》 关 于 本 是 
.多 上 的 概率 滑 度 ; 

{ii) 对 固定 的 8。 1，1，pP(s，x; 1，T) 关于 x 是 
寺 可 测 冰 数 ， 

Ciii) 对 任 一 5， 站 Ki 3 [=Ir(x) 

tiv) Chapman-Roixmoropos 方程 成 立 ， 即 对 任意 0 所 3s 
< 1 A #， 有 


pls, Xs HU, r= wks， 区 1t, dp 


"Ct S14 TT), C1) 
条 件 (iii) 称 为 正规 性 条 仔 . 
定义 2 转移 西数 PC(s，x; 1， 下 ) 称 为 齐 次 的 ， 如 果 
男 定 * 入 时 ， 其 值 只 依 束 于 1 一 3 。 换 言 之 ， 丰 在 三 元 函数 
pli, xy 人 下)， 使 
Pts, x ft, T= pif—s, x*, TY. C2) 
由 条 件 Ci) 一 人 jv) 纪 P(t!1，x，]') 满足 
《a) 对 同 定 的 !，<*， bi xx 了) 是. 罗 上 的 概率 测度 ; 


*。 了 IT9 ， 


mn i pm 








(hb ) 对 碳 定 的 4 下 ,六 (1，x 六) 关于 x 是 多 林 测 函 禾 ， 
{oe) PO, x, TT)=1rCx) 
(td) 对 任意 5s， 六 0， 


pls+i, x, m= pls, %, dy) 


pti1i, », FY). C3) 

往 后 ， 我 们 称 章 次 转移 函数 邵 指 满 是 上 述 条 件 Ca) 一 (4d ) 章 
pf, x, TY)., 

转移 函数 少 (5，xi ff， 工 ) 可 直观 地 理解 为 一 殖 机 质 点 
在 时 蓝 * 处 于 状态 x 的 条 件 下 ， 于 时 刻 上 转移 到 下 中 的 状态 的 概 
率 。C- 区 方程 (1 ) 囊 示 。 这 转移 概 讼 等 于 在 时 刻 3 质 点 由 x 
出 发 ， 于 中 间 时 刻 上 先 转 到 已 中 任 一 状态 >， 然后 青 于 时 刻 1 由 
出 发 ， 直 到 时 鹿 4 转移 到 工 中 的 慨 率 。 

在 齐 次 的 场合 。， 如 对 定义 在 EE 上 的 有 界 .多 可 测 落 数 1(3)， 
定义 算 子 


TfCx)= {fF Pt ,dy), (C4) 


则 由 条 人 御 《6 ) 及 附录 一) 定理 4 可 知 , 对 每 一 了 守 0,Tif( x ) 世 
旦 定义 在 上 的 有 界 . 务 可 测 消 数 。 因 此 ， 由 思 ( ,XX, 夏 ) 可 产生 
一 族 算 子 他 1 之 0}。 而且 由 (3) 易 证 

T= TD, 


即 {7， + 守 0) 威 一 半 群 。 借助 于 汉 函 分 析 的 半 群 理论 ,我们 可 通 
过 好 小 研究 到 大 进程 的 转移 畏 数 , 想 知 道 这 方面 的 理论 的 读者 , 村 
参阅 [1384.3 一 44， 

乏 刀 (1，x) 为 Feler 转 稿 卫 数 ， 部 对 每 一 f 关 0 及 任 一 
有 界 连 续 男 数 (了 了)，T:f >》) 也 是 连续 函数 ， 下 面 举 几 个 与 配 
氏 过 程 有 关 的 齐 次 转移 函数 。 

例 1 ( 马 氏 链 转 移 疯 匆 ) 

设 T= 玉 =40， 1，2,"…， 交 为 下 的 一 切 了 和 集 所 成 的 5 楷 
= 120 « 


数 ,， 【所 疙 ， 1 7 全 已 ， 为 - 齐 次 马 氏 链 的 转 袍 和 矩阵、 对 2 宇 浊 ， 
i 生 忆 发 了 生 . 因 ， 定 六 
pln, i,T)= py?, (5) 


eI 


， 则 (ni ,T) 为 齐 次 转移 函数 且 是 Feller 的 (在 离散 拓扑 下 ). 


实际 上 ， Ptn ,i ,TT) 满足 La) 一 Cc》 是 明显 的. 其 次 
由 《5 ) 知 


四 十 站 TD)= 中 po” 8 


了 jl 所 二 人 0 


= 3 pin Dp 

= tT 

一 mm i RPCn, RsT)。 
此 即 《3) 式 。 


例 2 【Wiener 转 秽 辆 数 ) 
设 了 一 [0 ,co),( 五 , 需 ) 一 ( 民 ， 有 )。 对 1 >0， yy 了 各 五， 





令 
ppl, x, yy) Sr exp | 2 |， 63 
其 中 5 守 0 为 常数 ， 对 T 丘 甸 定义 
plii, x SYdy 1>0, 
pi, x,T)= J st dy (7) 
TrC x), 1 二 人 0， 


则 刀 #4，x,T) 为 齐 砍 转移 函数 , 称 它 为 Wiener 转 移 评 数 。 易 见 
PC XxX,1") 也 是 Feller 转 移 菠 数 。 

实际 上 ,条 件 (Ca) 一 tc ) 显然 满足 。 下 证 各- 天方 程 成 立 。 
对 任意 5 ,+ 半 0 及 I[ 己 多 ， 令 8 和 ,为 定义 在 概率 空间 (QQ, 
已 ) 上 相互 独 并 的 正 态 随机 变量 ， 分 别 共 有 分 布 4(*，ov 5) 
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a . 


和 .AD or 让 于 是 5 一 5 十 所 的 分 布 为 .rt yoi ss 下) 
所 以 
pists x T= P(E EF) Pl,ET) 


= 上】 dz], plsy x IIPCIs 0 2— SY)dy 
-tA y+ 加 
一 1 一 
[lar) 4 


wo 下 站) 站 CS 








注 ”Wiener 转 移 除 数 不 仅 对 时 间 是 齐 次 的 ; 对 空间 它 出 是 章 
次 的 ， 下 例 的 Poisson 转 移 函 数 也 如 此 《见习 题 6 )。 

例 3 《boisson 转 移 函 数 ) 

设 了 = [0 ,co)， 玉 二 40, 1，2,"…)， 净 为 EF 的 一 切 了 集 所 
成 的 o 代数， 对 i， 7 全 卢 ， 令 


[i rt 如 1 守 0， 1 之 说， 
Pi 二) 一 0 ， 如 了 之 外， 
Bijs 如 f= 0; 


其 中 之 0 为 常数 ， 对 王后 多， 定义 
由 CT) 一 区 1 20。 
党 


则 CH?,T》 为 齐 次 转移 函数 ， 称 它 为 Poisson 转 移 函 数 。 在 
离散 拓扑 意义 下 ， Pt 1 ,i ,TT) 是 Feller 转 移 函 数 。 上 其 证 法 与 例 
2 相同 、 留 作 习 题 。 

(二 ) 齐 次 马尔 科 夫 过 程 

条 和 件 概 府 记 CxSETI%) 依 翰 于 sx， 革 芭 ,一 类 重要 的 
马 氏 过 程 是 当 存 在 转移 函数 交 s,，xi iD) 已 对 任意 0<s 
1 及 工 和 .和 项， 有 
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PrEETIc 一 sx tT) ae8- (8) 
定 光 3 称 马 氏 过 程 {x,, .FF,,，! 2: 0 ) 为 具有 转移 利 数 的 ， 如 
存在 转移 酒 数 p(s ,xX; ff,T) 使 (8) 式 成 并 。 
有 时 也 称 (zx 多 是 以 pC5，X}t,T) 为 转移 国 数 ， 或 称 
{ws 为 由 PCs ,xX; 41) 产生 的 马 氏 过 程 . 
定义 4 具有 转移 函数 的 马 扑 过 程 称 为 齐 次 马尔 科 夫 过 程 ， 
如 其 苇 移 函数 是 齐 次 的 . 
在 齐 次 的 场 台 , 《8 ) 化 为 对 任意 5 ,1 字 0 及 [ 己 务 。 
下 fy 全 下 {9) 
称 齐 次 瑟 氏 过 程 为 Feller 过 程 ， 如 共 转 移 节 疗 为 Feller 转移 
男 数 。 
设 130 为 (外 适应 过 程 ， 由 定 尖 可 知人 Xr.F 小 是 齐 次 马 氏 过 
程 的 充 要 条 件 为 存在 了 (t,x, 了 ), 使 对 任意 st 守 0 及 [ 伍 多 ， 
有 





PlgnETIF)= p(t, x, LT) a 8 (10) 
这 只 噜 对 《10) 的 两 边 取 EC'|xs) 即 得 (9)， 有 从而 
PlxmETILF Y= P(xsyET|x,) 了 
故 4xo 外 是 马 氏 过 程 。 由 此 可 见 , C10) 隐 合 着 马 氏 性 和 齐 次 性 。 
例 1 齐 次 马 氏 链 。 设 {x,, 站 0 为 齐 次 马 氏 链 ， 则 {%,} 为 
齐 次 马 民 过 程 ， 其 转移 函数 为 上 民 例 1 定义 的 所 (TD)。 
实际 上 ， 当 上 = 二 0 时， 
Pl{lxsraET Xs) = POR, Xa TT). {11) 
国 上 式 两 近 都 等 于 Trix。)。， 如 天 六 0， 则 在 o 兴 fx 一 了 ) 上 ， 
五 人 (YarnaET|%a) 一 已 (xoucTExs 一 1 ) 


一 2》 p= plh, iv)。 
大 


帮 11137 也 成 立 。 
全 多。 初 逮 为 0 洛 Wiener 过 程 1 六 0 为 齐 演 蕊 氏 这 程 ， 
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一 一 一 一 





还 转 放 国 娄 是 上 有 慨 例 3 定 内 的 古 isnaer 未 各 量 狼 。 

这 际 芋 ， 人 4.2 鲍 4 站 指出 4 呈正 旋 马 氏 过 程 。 其 次 ， 如 
1 二 9， 则 《9) 的 两 边 天 等 平 Frfxr)。， 其 >0 而 一 0， 央 
加 一, 故 《981) 的 两 过 郁 针 于 了 (EE 矿 )。 今 设 f 之 0,5>0， 
发 证 对 任 一 芋 己 入 ,， 戌 六 

{op Pl isd) Pd PmED, x EB). (12) 


由 定 尽 xs 的 分 布 为 C0，0 >)。 为 简便 计 , 令 o = 1。 因 为 
ix) 是 正 态 过 程 ， 航 (Xi, xs》 为 正 态 向 是。 半 是 〈1i23 的 右 方 











PE B, wmET)= | | fC, Ydyds, (13) 
壮 中 fx, HaAV SCT 一 fr 31 
1 2 XY ， 提 
pac | sr ts 1 (14) 
“Sti rT Zi = 1 





将 ? 的 值 伐 入 (14) 的 右 方 得 
f (Cx) 7) = Vs) erp — ( 2 
(15) 





和 
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由 【13 《16) 得 证 (12)。 

例 3 初始 为 0 的 Poisson 过 程 为 县 有 Poisscn 转 移 哟 数 的 齐 
次 马 压 过程 【“ 习 题 4 )。 

往 后 我 们 只 讨论 齐 次 玛 氏 过 程 。 证 且 如 我 们 在 和 4.2 所 规定 
， 的 ， 其 状态 空间 〔 瓦 ,多 ) 一 ( 尼 ， 罗 )， 
， 下 古 的 定理 指出 ， 齐 次 马 氏 过 程 的 有 跟 维 联合 分 布 ， 完 全 由 

其 转移 范 数 及 初始 分 布 所 决定 。 这 与 $3.1 引 理 2 起 一 样 的. 

定理 1 设 tx,，f 六 0] 为 随机 过 程 , 则 {x 是 齐 次 切 氏 过 程 
的 充 要 条 件 为 ， 净 在 P( 1 ，x， 力 ) 对 任意 0<h<a<…<t 改 
iE 芝 ， 1 和 i 于 有 RR。 有 

Px ED,, ,ED x ET,) 


由 ， 。 
= 全 (dyo) 人 pls Yos dL) 于 站 有 一 
人 : 2 


人 Plto—ta-l, yo (17) 


其 中 LCT)= P(x%oET). 
证 晴 ” 必 族 性 ， 设 {x} 基 以 201 ,x ,TT) 为 转移 函数 的 齐 次 
马 氏 过 程 。 对 任意 8，,f 训 0， 和 由 10) 
PINETIA = plii XnT) a.e., 
二 等 价 地 对 任意 4 .， 有 


PAKmET)= | plssxs TPdo), (18) 
在 [i8) 中 如 令 5 二 i，5 十 了 二， 村 王 (CX 全 TT), 则 得 
POmET sx ET)= | Pt yo TP dy ), (19) 
其 中 PB)= P(r 所 B)。 但 在 C18) 中 加 到 A=(%w 守 记 )，5 = 
4 ， 即 捧 
POEB)= | , Plt BH (dyo), 
蕉 由 (19) 及 附录 《一 ) 定 硅 6， 得 
,125 。 


Pt ED ,ET) 
= | otoyoT) |), Pl podyD) 4 (dy) 


=| EE Ltdyo) 全 plils Vos dy) plts mf ys TY», 


可 蜀 ， 当 4 二 1 时 C17) 成 立 。 用 归纳 法 设 (17) 对 1 一 1 成立。 
在 (18) 中 令 

Ss =i ST 1 =ites AXED ss wT) T= 
DT。。 我们 得 


PO ET Er)= |, Pltsmtols Kreis TA Pldo) 


= pt ye TB dy (20) 


其 中 PB, B ) 一 P {x EL,, Ty Xe Tsay x 2), 由 归 缚 法 
假定 ， 我 们 有 


BB)= | E HC) i P tis Yor dy1) 


fo, 看 人 -1 一 起 -eg Vo- dys-1). 


将 上 式 代 入 《20) 并 反复 应 用 附录 《一 ) 定理 6 改变 积分 次 这 ， 
由 知 《17) 对 4 也 成 立 。 
充分 性 ， 分 两 步 证 之 。 先 证 对 任意 ，t 污 0 及 T 史 ,有 
P(xuwET'x)= pli,xn TT) ac: (21) 
实际 上 ， 如 了 一 0，(21) 两 边 帮 等 于 Jr(x,}, 如 1 守 0, 对 
任意 BEE 儿 ， 由 (17) 及 附录 《一 ) 定理 6 


Pix B, sm ET)= | HK Cdyo) fs PCs ,ydy,) 
“pCi, YI TD=| pilit, ys TYP(dYy) 
= | op PCs ws PPC), (22) 
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是 


可 着 《3213 成 立 。 其 中 已 (T)== (ww 三 TT), 往 F 证 {x 是 马 氏 
过 程 ， 即 对 1 雪 正 < 二 二 < 证 明 

站 (全 下 一 ae 
或 笑 价 地 对 任 A 伺 0《xi,,…,xi,.,)， 证 明 


PlA,x: ET)= | P(x ET XP (dD), 


由 {21) 等 价 地 证 明 
PCA EDT)= | Pt ss TI PG), (23) 
为 此 令 
入 三 4A; A 使 (23) 成 立 }， 
N= {4 A= (x ET EPL), EW), 
易 见 A 建 - 系 ，[I[ 是 7- 系 ， 且 由 [产生 的 最 小 9 代数 即 是 5 Cx， 
xD) 。 因此， 应 用 系 法 ， 只 需 证 明了 CA 即 可 。 为 此 ， 
任 取 
A=(x Er ,x EroDEI 
则 (23) 的 右 方 为 


{Bt ts, TP do) 


= Plt- 1 TPAdyn1), (24) 


其 中 广 ( 8)= Pw ED Xe ,ET rr EB), 为 简便 计 ， 
令 S4 二 i 一 fi 一 0、 由 (C17) 知 


(5)- | Ledyo) | Ps Yor dV)" 


fi. 本 在 【 Soay Yn-ar dyn-s) blsn1s no- B), (25) 
BD a) pls yds) 

f -3 1 (sos a {Va ph [Sons Nn 了 2 (26) 
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ee 四 人 re 


于 是 ， 根 据 附 录 (一) 定理 6，(25) 可 写成 
PF(B)= fi ,? 《Sa-iy Jo-ay BYIY Cd y's.) {27) 


将 《27) 代入 (24》 的 右 方 ， 仍 放 附 录 《 一 ) 定理 6， 得 
fp in P(e) 


三 fi 二 (Sny Vp 1 i) | r,s p (Sa Hn- an Bb (d yn-s) 


= J vaya) {Plsmss pe dy P lem yeu), 


(28) 
将 (26) 代入 上 式 的 右 方 ， 仍 才 上 述 定 理 得 


f pla—tss Ke DT YP ED) 
-| HL (dy) 四 bls Yo dy 


全 | pb 【So is ns dys-1) 万 (Sey Nn 1 TT) 


= P(x ET Cw ET I= P(A, x ET). 
本寺 .4 使 (23) 成立， 而 44 拒 A。 定 理 证 毕 。 

由 此 可 见 ， 如 商 个 齐 次 马 泛 过 程 具 有 相同 的 转移 函数 及 初始 
分 布 《它们 所 在 的 概率 空间 苛 以 不 同 )， 那 么 ,它们 的 有 有 限 维 联合 
分 布 就 相同 。 检查 定理 1 必要 性 的 证 明 可 知 ，C17) 式 对 一 般 的 
齐 次 马帮 过 程 {is .多 小 仿 成 立 。 

往 王 自然 要 问 ， 如 在 【BR 多 ,) 上 给 定 一 概率 测度 HH 太 齐 次 
转移 函数 疡 (fx，T)。 是 否 丫 在 马 民 过 程 ， 使 它 以 六 (1 ，x， 
工 》 为 转移 函数 ， 以 上 为 初始 分 布 ? 答案 是 肯定 的 。 定 理 1 中 的 
《177? 式 启 示 我 们 如 何 构 监 所 求 过 程 的 有 限 维 联合 分 布 。 

定理 2 【存在 性 定理 》 

设 已 给 了 一 [0 ,co)， 齐 次 转移 国 数 PtxT ,icE7， 
x En, TE 锐 | 态 概 汪 测度 上 CT) 卫生. 者 1。 出 存在 慨 举 空 闻 
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【和 :人 , 态 》 六 定 兴 在 其 上 扔 齐 次 玛 氏 过 程 fx, 和 了， 使 它 的 
转移 消 数 为 P(t ,x, 丁 )， 初 始 分 有 为 上 。 

证 明 令 

天 一 .多 /= 包 合 一 切 影 如 
盏 一 (ADET ET 

的 有 限 维 福 集 的 最 小 0 人 代劳， 其 中 这 1， 0 S 三 < 所 f 开拓 
入 

对 每 一 名 EE 人 ， 定 尺 

X= CE tT， 如 w= 和 MC.:)。 C28) 

对 往 江 局, 定义 


PiB)=P,,, "yt,, sD) 


= aa) bl, Yo dy fi Pltois Yor dyn) 
【29 
由 转移 冰 数 的 性 质 ， 易 兄 {1P,, (Tu …*To)} 满足 相 容 性 条 件 ， 
也 是 由 测度 论 的 Koezsxoropoe 扩 展 定 理 知 , 在 . 皂 一 .雪上 存在 唯一 
的 概率 测度 呈 ， 鸽 它 在 B, 上 的 值 与 Pi (To 开罗 重合 。 胡 如 
上 造 出 的 【只 ,7 三) 及 人 满足 条 性 
P(x ED NET) = PB). (30) 
由 定理 1 知 {x 为 齐 次 马 氏 过 程 ， 其 转移 函数 为 PP(fE ,x , 丁 ), 初 
始 分 布 为 从 ( 工 入 
(三 ) 标准 齐 次 马尔 科 夫 过 程 
设 已 给 pC1, xX,T)。 令 可 测 空 间 C@ A) 二 (六 ,多 7 了 ,TT 二 
[0,00), (oo) 六)。 由 (28) 定义 ,《 玉 ,多 7) 二 (RR 多,)》， 
注意 .= 9 tx 1 守 0)， 由 定理 2 的 证 朋 知 ， 给 定 任 一 概率 测 
\ 度 上 CT we 所 多 。 可 按 (29) 在 上 决定 一 概 率 测 度 呈 ， 使 
{是 入 记 CixXT》 汽 转 各 因 煌 的 这 沈 互 反 过 程 ， 且 
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Pw 之}= 注意 己 与 彤 有 有 关 , 和 而 1 的 梅 得 与 葵 光 关 。 
诅 此 ， 训 妈 取 员 三 hs， 这 里 Rs 玫 计 和 质 纪 等 中 让 六 点 的 他 率 测 度 ， 
环 即 Ex 一 了 工 , 加 在 上 入 了 记忆 四， 我 们 还 可 定义 另 一 氢 
率 测 麻 PP,， 人 使 {为 (QA 让 在 以 了 Ct XX,TT) 为 加 移 画 
数 且 卫 (xn 一 x) 一 1 的 齐 次 马 氏 过 程 。 换 言 之 ， 术 对 寺 测 度 己 。， 
tx 是 自决 态 x 出 发 的 午 深 对 兢 过 答 、 
让 x* 取 遍 玉 中 的 点 ， 在 #7 上 好 得 一 族 慨 率 油 度 {Pl，# 扎 
玉 }。 对 每 一 x td 在 【和 已 上 是 以 了 (C1, <) 为 转移 
水 数 的 齐 次 怠 氏 过 程 ， 因 此 ， {zj} 绪 了 满足 马 氏 全 
PrmEDiA IDD LNT ae:P, (31) 
外 ， 空 还 满 号 对 测度 已. 的 蕊 氏 考 ， 即 
POCOxTETI YS PENT) ace:P。 (32) 
其 次 ， 对 任意 1 全， 由 (29)，(30) 知 
PARETYE P(t, x ,rT). (33) 
从 而 让 “327 得 
PeruETLPD)=POxET) ae .PP (34) 
对 于 需要 潜 碟 可 在 任意 时 刻 从 任意 状态 出 发 的 质点 的 随 视 运 
动 《 即 初始 分 布 不 固定 的 随机 运动 )， 惠 测度 PP: 去 姓 埋 马 氏 性 比 
用 测度 已 方便。 这 与 第 三 章 讨论 章 次 马 氏 链 时 ， 我 们 用 测度 忆 出 
用 测度 局 方 重 一 样 。 
定义 5 称 以 (1,x,T) 为 转移 函数 的 章 次 马 氏 过 程 


(2 人 为 标准 的 , 如果 在 .入 上 存在 概率 测度 族 {P，yE EY， 
使 对 每 一 2 ， 人 ny 是 【 虽 ，P) 上 以 了 (t,xX 站) 为 转移 思 数 
的 齐 次 马 氏 过 程 ，2 。'。 

根据 定理 2 ， 齐 次 马 氏 过 程 成 为 标准 的 充 要 条 件 为 如 下 定义 
的 集 函 数 P。 

PwET x, ET | pc dy) {2 


一 六 yi dys) | 工 Dp (Ee Vo td ya 《352 
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BE 
二 心 本 @ 交 , 寺 ' 吕 庆生 Pe 为 和 
车 吉 站 癌 多 党 DA A 吕 玫 习 ) 本 了 失重 要 wwvr 1 三 导 主 ， 

可 唯一 地 扩张 成 上 的 概率 测度 ,其 中 0 入 4 过 … < 上 闸 我 们 实 o 昭 

已 指出 ， 在 (FR7, 多 *, PP) 上 用 《28) 式 造 出 的 二 氏 过 程 人 /是 qXEE， 线 计 
标准 的 、 对 标准 马 氏 过 程 而 育 ， 重 要 的 是 测度 PP,， 而 非 厌 来 的 测 和 xceieP 襄 
度 P。 因 此 ， 有 的 书 上 直接 用 .来 定义 标准 齐 次 蕊 氏 过 程 《 即 满 _ 





= Fete 2 
是 (hp), 而 不 引进 卫 ，。 1 
+ AS Pt em, 
En= | Np. ad) bh. 


夫 疝 雪 守 j= Ex 
共 中 (器 》 为 有 界 . 刀 可 测 随 机 妆 汪 由 35》 并 应 用 附录 (一 } 


的 定理 4 龙 定 理 2， 可 证 睛 nn 美和 宇 x 是 .多 可 测 画 数 ( 习题 13)。 
《四 ) 可 列 状态 的 情形 
设 齐 次 马 氏 过 程 {xs} 的 状态 为 可 列 多 个 ， 记 EE = 人 0, 1 ， 2， 
}。 运 用 (一) 的 定理 1。 这 时 咏 氏 性 等 价 于 对 任意 0 所 1 之 
和 Px > 0, 就 有 
PAX =islXe = Kein ) = Pm =i =is1), (36) 
章 雇 人 性 等 价 于 
Plxn= jw 一 了 了}=p(1,1 7) 与 8 无关。 (37) 
其 证 明 与 $4.2 例 1 及 (二 ) 的 例 1 完全 相同 。 记 
pliys i =p 1t), t0, i, jEE 
并 称 {xi} 是 以 pir( 1 ) 为 转移 和 概率 的 连续 参数 齐 次 马尔 科 夫 链 。 
今 没 六 上 L) 满足 标准 性 (或 称 连 续 性 ) 条 件 ， 亦 即 对 一 切 
1 全 五， 
0， 了， 
lim ptt Ja (38) 
tO 】， 一 Fa 
这 于 pi( 1 ) 有 下 烈性 质 ， 
定理 3 Dj) 标准 加 pit 1) 在 0,ee) 上 一 和 孝 连续 . 
且 对 j; 也 -一致 成 立 。 
证 明 设 piit 1) 标准， 由 忆 - 氏 方程 ， 对 任意 如 计 00， 
* 131 。 


ee 


ptth 2—pit ft ) 一 DP pit hpol t )— poti) 
由 


= 六 pa hPa pH ECL — pil Ny, 
ki - 
由 此 可 得 
和 人 十 在) 一 有 KDS 3 CC) 
Rae 


ED) ph)=1 -ph) 
Ri 


以 及 
Pat { Fh) pali pyl i YE pial hy 
(1 一 放下 )), 
因此 
PAET Rp tt NE lp hy 0 Ch—0). 
类 俱 地 ， 当 之 0 (1 二 1) 时 ， 有 
lpult i! ) 一 ptt 十 瑟 1 pili 0 {HF—0), 
定理 4 设 piy( 1 ) 标准 ， 则 对 一 茹 1 夺 了 ， 极 服 
Py) 
i 


i 0 
存在 且 有 限 . 
证 明 对 0 <。< 环 ,由 标准 性 存在 8 0, 使得 当 1 之 8 
时 ， 
pul tO>1—e, pt)>1—e., (39) 


往 下 先 证 对 任意 1 ,hv， 只 要 六 所 ?了 起 3， 就 有 


Pi 加 | 
Pail he 本 二 本 





， C40} 
其 中 "=[ 堪 -]， 亦 即 不 超过 人 风 硫 大 鉴 数 。 为 此 ， 记 
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bi R= put hh), | 
C41) 


Jp) 一 » pC Cm Oo 1) Rh) Ph ), 
节 ; 疡 wrap 表 沪 自主 出 发 ， 福 时 刻 m 太 处 于 状态 包 ， 但 在 时刻 ， 
2 ss (1 —1) h 不 处 于 i 的 概率 ， 于 其 ， 当 A Ee + < 6 时 ， 我 们 有 


一 2 DinC 1 ) 
让 2 
pu 1) pumi) pr t —mh) 
m= 1 


C1 e). 9) pulmh), 





=1 
轩 批 
1 PAMmA)E- 二 Er (42) 
= 1 
其 次 ， 由 
mm 1 
Pamh) = pr mh) + ») pth pnrttm— 1 yh) 
ft 
及 (39),， (4d2) 得 
mi 
bam ptmh) — DY) spiIh) 
1=1 
>1- -i 《43) 


夫 而 由 {39)，(42)，L43》 得 


pi i DY pum— Dp hp ! —mh) 


请 三 ] 
> {1s p(s) 
nls)pan), 

133 “。 


此 邯 (40) 志 。 
以 有 除 《40 式 罗 葬 浪 ， 得 











PAR | Pf) 
下 < 1—38 nf 
OA， 既然 pA 1 ) 对 上 连续 ， 故 
-一 p(k) 1 PC) 
dim hh SISe i (44) 
令 1 一 -= 0: 得 
二 -一 ph) 了 im pul ] 
aim 1 


Gi= 1im Ct) 
t+ 


存在 ， 且 电 (44) 知 9y< ec， 
定理 5 设 pj(1) 标准 ， 则 对 每 一 i ， 极 限 


和 存在， 但 可 能 等 于 十 oo， 
证 明 我 们 先 指出 ， 由 标准 性 可 推 得 pij( 1 >> 0， 1 0., 
实际 上 ， 对 任意 固定 的 1>0， 当 ? 充 分 大 时 ， 由 (38) 钴 


(全 人 > 0。 故 直 C- 基 方程 即 知 


pnt > [ps (#4)] > 0 。 
令 
ft)=—logpi( 1 ), 
它 非 负 有 限 ， 月 出 于 p(s 寺 + Jp 5 pal 41), 鼓 
fst i s+ CY). (45) 
”134 * 


于 是 对 上 >0， >0， 取信 1 一 nh 十 ， 0 之 4， 由 
《45) 得 


E 
当 0 时 ，- 人 一 1 及 fs) 一 一 logpis)-> 0, 圾 








上 ++ 
lim -Ls) SUPp -A lim £4) 网 
Ror t+>D 让 于 
从 而 得 知 存在 极限 
: fA) 
em, 再 一 is 





其 中 9 一 Sap 一 站 -< 币 上 武 及 了 (4) 的 定义 ， 当 及- 





四 oftty 
_1 Pi i ) -2 了 - = 一 [1 十 of 1 2 人 一 -一 了 。 


系 设 piC ft ) 标 准 ， 则 


0 ， 


0 : >») 9 穴 人 。” 
了 si 
证 明 因 





TD pd, 
ji 
邻 f- 一 0'， 由 Fatou 引 理 得 


" 185 ， 





矩阵 全 = (9 门 ， 其 由 9 一 一 和， 称 为 1 直 的 密度 短 阵 。 称 侠 
为 保守 的 ， 如 内 对 一 切 i 有 


>» dir = oo, 
jt 
当 刀 人 的 状态 有 限时 ， 册 《46) 知已 必 保 宇 。 
在 马 氏 链 理 论 中 ，qs 是 很 重要 的 量 ， 潜 福 率 意义 将 在 后 面 叙 
述 。 大 一 般 情 闻 下 , 要 知道 全 部 pi 1 ), 1 之 09, 较 困难 ， 由 于 gi 
只 涉及 pisk 1 ) 在 器 时 区 间 50 ,J 的 值 ， 鼓 在 实际 中 往往 给 壤 的 
是 9 通常 9 可 根据 实验 或 更 测 资 料 近似 地 确定 其 值 。 下 面 的 定 
理 指 至 姐 何 由 c5 求 广 K + )。 
定理 6 设 Q 保 和 守 ， 则 导数 p74( ! ) 在 在 ， 有 限 且 连续， 其 
慎 为 加 


区 一 2 gaprt 1 ), {47) 
记 =0 


证 明 由 C- 下 方程 ， 对 任意 站 人 > 人 及 1 人 0 


和 刘 ， 
DATTRPAT) 工 
人 Pu) 一 Db) tyPeft 
| 
—— Ph 二 et ) bil 1 0) 
令 声 一 0+， 由 上 面 的 定理 及 附录 (一) 定理 7， 得 右 导 数 


一 二 2 一 2 Girbit 1 )—9iPi C1) Dl gan<o, 

he EE 

(48) 

由 控制 歼 敏 定理 知 ， 上 式 右 方 是 上 的 连续 函数 ， 再 根据 连续 函数 
如 其 导数 存在 且 连 读 , 由 其 导数 必 存 在 旦 等 于 右 导 数 这 一 事实 ， 
由 (48) 可 知 《47) 成 立 且 pist 1 ) 连续 ， 

定理 6 的 北 也 成 立 { 习 题 31)， 方 程 (47) 称 为 KoniworopoB 
向 后 方程 。 以 上 几 个 定 王 推广 到 连续 状态 的 场合 见 [ 1 1 第 六 章 。 
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为 研究 9 的 概率 意 浆 ， 和 需要 进一步 假 疫 过 程 习 小 是 标准 的 ， 
因而 有 


六 于 一 (一 了 了) 

南 前 面 证 明 得 知 ，2i 人 0 一 9 pi 9) 二 gi 均 存 在 。 
引 理 1 (tx 甘于 书 丰 随机 连 急 
证 明 所 (一 知人 于 和 


=— DPCHOCT— pi ho RO0) 

7 
由 此 可 见 ， 奶 人 + 本 分 ， 据 让 1.2 定 理 15 注 避 ， 定 理 的 条 和 件 
可 下 为 右 随 机 连续 》 知 。 


{XY 完全 天 分 ， 令 


人 S 
T=inft14! 


f > 
T 天 示 首 次 离 章 初 娟 决 态 的 时 间 ， 试 问 人 欧 分 布 如 何 ? 以 下 慎 设 
测度 疡 完备 。 


定理 7 设 人 {x 可 分 ， 对 任意 i 及 1 之 9， 有 
Px i, OCH 人 Cl)" 


证 明 国定 :>9， 取 请 =|- 才 -, ,nn 一 0，1，…} 为 可 分 
集 ， 由 可 分 任 及 84.3 定 天 1 和 定理 5 


Rt 
大 二) 二 lim pf 人) 
om 
t 27 
=i, 10 到 <2)= lim (23 ) 


P(Xwu= 1 ,0 


Reo 








换言之 ， 我 们 得 CT 之 1)==e-%， 从 而 玉 ,f 二 一 
qt 的 大 小 决定 x 停留 在 : 


一 可见 
雇 定 2 停留 在 状态 ;的 《平均 ) 时 间 的 长 短 ， 故 9 决定 
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Ca 





状态 守 的 转移 速度 。 

定理 8 设 t*+ 可 分 ， 如 好 ?有 界 ， 则 以 忆 概率 1 样本 王 数 
是 阶梯 的 ， 

证 明令 sapa 一 4<co 对 0 区， 


Pi{(s: Sx,) = Dl pl EE Yt 1 — ht 1—s yy 
i 
Ssup( 1 一 pp 一 DSS 一 ee 
1 


AQ 一 SS 
出 $1.4 定 理 2， 以 了 ,概率 1 样本 函数 是 阶梯 的 。 
定理 8 设 {x 可 分 ， 0 过 g 之 %， 风 对 任 窟 实数 4 半 40 及 
状态 了 亏 了 ， 有 
(i) Plomrx( 0) 在 CO, 0) 中 有 第 一 个 断 点 TO) 它 是 
婚 财 点 和 且 x = i dt) wm mI )={1— 


和 


《证 P(x wm) 在 工作 .oo) 中 月 第 一 个 断 点 T(@)， 它 是 
号 牙 点 县 zt) 一 ,8 袜 昌 <T( 吕 ii) 一 )= 

证 明 ” 任 取 吕 污 6 ， 定 义 避 全 列 

口 (P 了 )=《<o， 存 在 整数 v ,2 扫 2 过 2"， 合 疝 


| 如 0 二 1 二 “了 工 


2 
ND) 
， va v0 
[7 ， 旭 1 和 -5 十 BB 


)。 


记 
DB)= 站 局 Dep)= 同门 DB) 


由 = 了 人 御 = 大 虎 = 上 站 = 损 
= lim Db )。 


nonm 
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上 式 中 第 二 个 等 号 成 训 丰 四 为 各 各 ED.(B) 几 
D.C 月 ), 则 DEED, Bp )s 4 和 他 大。 

注意 站 ¥ 0 时 如 ( 昌 ) 不 降 。 琢 可 类 六 

= 1 一 > lL 一 和 

D= Mim 万 (8 ) fm D( 。 广 YU 2Cp> 
于 是 ， 如 吕 垂 刀 ， 则 在 在 T=Tfo)，0<r 和 ca， 使 得 在 
C0,T) 中 xm 一 且 在 基 一 以 上 为 左 喘 点 的 开 区 疝 中 。 
人 加 一 了 四 因此 ， 由 可 分 性 知 Y:mp) 放 等 于 xfo) 或 < Ca)。 
熬 出 定理 ?了 得 


2 “gi oa a 本 
PADABD= De wp( A) 
vs 





2 
2 

_ 上 (Rco) 
+ 

一 人 1 — er") er- 《和 台 一 0 > 了。 


换 言 之 ，P(DD) 一 人 1 一 7， 而 石 即 为 《i) 在 方 括号 中 


的 @ 集 ， 故 i) 得 证 .在 (ji) 中 令 a->cso 即 得 (ii)。 

让 PKTr mt)=e7 生 PT 一 1) 一 0， 故 可 假定 {) 在 
点 有 连续 而 不 影响 其 有 当 维 联 全 分布。 因此 ， 症 定理 9 中 可 把 
tu 下 为 %:。 
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定理 7 译 9 推广 到 连续 状态 的 妨 合 见 [ 第 六 昔 。 

(五 ) 马 氏 性 的 等 价 形式 

《 工 ) 推移 算 了 于 

证 妊 * 为 慰 准 齐 次 马 氏 过 程 。 为 振 于 把 区 成 性 (32) 写成 更 
一 般 汐 等 价 形式 ， 我 们 引进 注 移 算 子 划 下 ， 

对 每 一 了 汪 昌 ， 定 艾 遇 为 满 是 姻 下 尊 件 工 全 到 旬 中 的 喘 射 ， 对 
尾音 s 守 84， 有 

HAD EN 1m), (49) 

并 称 旭 ,ff 实 0} 为 {x 的 按 移 算 子 访 ， 

设 人 多 为 4x0 的 推移 算 卫 族 ， 册 对 4 人 EAA， 定义 


iA={t ww 4A), (60) 
对 .人 可 测 函 数 TC@)， 定 义 
Cm)I= NAL)., 51) 


据 定 义 容 易 证 明 9, 有 有 下列 和 链 单 往 质 (习题 14)， 
性质 1 对 任意 A, BB,A, 忆 1，A4 二 2B 有 
Ci) Qn A— BB)=0:A—0;5, 
(ii) G7 {U4.} 一 67"4., 其 中 UAE 


82.14 门 A) 一 门生 1 其 中 门 A.E 


性 质 2 00wED)=(xwvET)。 

性 质 3 对 任意 4A， 2 一 7 了 
剩 用 附录 (一) 定理 3 及 上 面 的 人 性质 3， 很 容易 证 明 如 71 为 .#7 可 
测 ， 则 9 为 .和 可 测 。 如 4 算 .f， 则 BA4 生 .A (习题 15)。 

自然 要 问 满足 (49) 的 上 映射 6, 是 否 存 在 ? 当中 二 到，{x 是 
由 【28)》 定义 的 标准 马 氏 过 程 时 。8 一 定 存 在 ,因为 这 时 四 = 
和 AC = 4AC8) 5 0)}， 而 %(w) 二 (3)， 如果 定义 bo 一 
和 Ct 二 ，)， 则 

xAO0)= CCHS = 0), 532T。 

对 一 般 的 中 ， 机 能 8 不 存在 。 但 我 们 总 吉 以 用 扩大 基本 空 间 @ 的 
了 


方法 ， 使 得 满足 49) 的 映射 9. 窒 在 ， 而 且 又 不 影响 原 过 程 的 窒 
率 性 质 Se 1 因 些 ， , 往 后 我 们 总 假定 bd 存在 ， 这 时 马 
氏 性 rt 
PBAETYN A = P(t, TY 
=P: (xED) a.e.P,. 

《I) 马 氏 性 的 等 价 形式 。 

英 似 于 8 4,2 定 理 2 ， 我 们 在 

定理 10 设 {x 为 祭 准 马 氏 过 程 ， 则 下 列 诸 条 件 等 价 (等 号 
均 指 & .6 :了 成立) 


Ca) 对 任意 5s, 1 汪 0， TEF，*EE, 
XE&EOL { PCB (RHETT ) = Pe (LETY, (52) 
2 = 着 Cb) 对 任意 *，f 3 0 及 有 界 多 可 测 画 数 上? )，23 三 五， 
办 等 依 、 EOf CA) NH) = Es f(x) (53) 
Cc) 对 任意 ，f 3 0 及 有 界 . 广 可 测 随机 变量 TCo)》， 
ENA = EN, 《547 


证 明 ”我 们 证 明 〔a ) 福 (cc ) 人 (bb)3[a)。 
《aa ) 汪 (ce )， 设 {2 的 转移 男 数 为 Dt t,x,『)， 因 {x: 基 
(日, .#1, 了 PP) 上 的 齐 次 马 氏 过 程 ， 放 由 半 4.2 定 理 2， 我 们 有 
EN A EN), 
从 而 证 明 (54》 化 为 证 明 
EN = EN, {55) 
五 是 . 罗 百 测 函 数 【习题 13)， 故 已 -0 为 Ex 可 测 。 其 次 ， 
令 
多 二 {使 体 有 界 Cm))， 
工 一 {1 使 (55) 成 立 }， 
则 工 基 宪 . 系 。 才 据 附 如 (一 ) 定 理 2, 具 锋 证 有 明 对 任意 站 志和 之 
一 (OrETi。1 委 ii 和 2)， 7 全 工 即 可 ， 即 证 明 
站 (2 代入 i%12 = Pr tr,E Fi, 
1 所 1?) (C56) 


。 了 4。 





为 此 ， 先 假定 和 > 0 。 风 对 4=fxETJ， 我 们 有 
] Ps Cx EDs 1 Ei RP dD) 


= {PErs 1 Ei Cn IP(dy), (57) 


其 中 PT)= 了 《wi 丰 二 p(s， x,T)。 于 是 ，(572 的 右 方 由 
定型 1 等 于 


{i pls, ,dy) {Plt yo dy) 
全 rl 


， | 由 (要 一 和 ss) j pomioss Yo Yn) 
= P(XET Kan, 1 Sin) 
一 下 性 本 rn 1 i) (58) 
可 见 《56》 上 成立 。 
如 果 t,== 0 。 皂 么 《56) 的 左 方 等 于 
Tern PX ED, | (C59) 
而 (56) 的 右 方 因为 不 大 于 
PCxoET = PO, x, Ty) 
={i :rns 
所 以 在 党 《xc 区) 上 ,(56) 的 两 边 者 等于零, 症 (ET 上， 
因 疡 (xcETD= 1， 故 《58) 的 右 方 等 于 
Pe (AE 2 Ei) C60) 
从 而 由 (59)，(60】 知 ， 当 一 0 本 ，(56) 在 集 《xcET 上 化 
汶 
Pxno ET 2 ENR) = NED, 2 (61) 
其 中 0 之 i 之 下 之 1,， 亦 即 化 海 如 问 t1> 0 的 情 带 。 固 此， 只 需 将 
CE 视 为 昌 ， 由 上 所 证 即 知 C61) 成 立 ， 从 而 (586) 成 立 ， 
(cc) 沪 Cb) 只 稚 令 全 一 了 (rr)。 
Cb2 坟 (a) 只 震 取 CY)= 了 Tr( 2)。 
系 ” 设 i%} 为 标准 切 氏 过 程 ， 则 条 御 《a) 与 下 面 的 条 和 桩 
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等 价 ， 
Cd ) 对 任 一 有 界 .#; 可 测 的 随机 变量 及 任 一 有 上演 可 油 
的 随机 疱 量 1T7。 
PAE = EEE,.N), {62) 
证 明 (a) 沪 {d) 设 (a) 成 并 ,出 定理 3 针 《5c) 成 立 ， 
所 以 
ECE N= EE CED TI 
=E, {EC0 NM .#7 
=—FE(EFE, 1). 
{dd)3Ca) 在 (62) 中 令 & = AEA 11。 则 刘 《54) 成 
立 ， 从 而 由 定理 3 知 (a)】 成 立 。 
注 由 (44)，(4#6》 可 得 
PIOMREEDTIA YEP AEDT) ae- 已。 (63) 
比较 (63) 与 <52) 可 知 ， 用 相同 的 方法 可 以 证 明定 理 10 及 系 中 
的 已 和 瑟 . 分 中 换 成 已 和 和 五， 其 结论 仍 正 确 。 
至 此 ， 我 们 已 将 马 氏 过 程 的 三 种 定义 及 伟 关 系 叙 述 完 毕 。 其 
中 标准 齐 次 马 氏 过 程 居 我 们 往 后 讨论 的 对 象 ， 
所 六 ) 4 代数 ,及 .多 关于 测度 族 的 完备 化 ， 
在 许多 场合 , 我 们 需要 把 标准 马 氏 过 程 的 白 然 oa 代数 流 扩展 ， 
使 它们 能 包 食 更 多 的 华 件 ， 而 同时 保留 过 程 的 马尔 科 夫 性 不 变 ， 
扩展 的 方法 就 是 5 代 汶 关于 测度 族 的 完备 化 。 碍 这 跋 里， 我 们 简 
单 地 介绍 其 概念 及 结果 ， 有 关 细 节 见 习题 19 一 27。 
设 多 为 9 代数 ， 上 是 并 上 的 有 穷 测 度 ， 仿 
"一 {Ad 存 在 -44 全 ”4 人 4CGC4， 且 上 (4 一 
UK 人 》。 贴 天" 是 5 代数 ， 和 并 称 它 为 多 关于 上 的 完备 化 a 代数 ， 
盟 葛 . 闫 忆 .史上 且 可 以 证 明 ( 习 题 19) 4 咎 .多 * 当 且 仅 当 存 在 瑟 ， 万 短 
名， 使 上 CD)=0 且 4 入 BCD。， 其 中 符 时 入 表示 集 4 和 8 的 对 
欧 差 ， 即 A4 人 B=(A4 一 B)J(B 一 4A), 
如 果 对 过 后. 实 * 定 光 
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ECAY= H(A H(A), 
我 们 就 把 油 度 4 拓展 到 FF" 和 车 。 桩 记 厅 性 后 的 测度 为 上 . 
定 濡 设 .7 是 代数 ， 叫 一 人 AL 为 于 上 的 一 族 有 穷 测 度 ， 
称 = 代数 


?一 站 7 
HE 
为 元 半 于 测度 族 扎 的 完备 化 c 代数 ， 如 果 Q* 表示 名 上 的 全 体 有 
穷 测 沽 所 成 的 集 ， 则 称 .r”” 中 的 元 素 为 由 了 了 产 竺 的 普遍 可 江 染 . 
由 定义 知 了 FCF， 且 拓 展 后 们 一 上 全 Q 在 3%“ 上 者 有 定义 ， 
设 己 结 标准 齐 次 马 氏 过 程 {ww.}。 对 .多 上 的 尾 ~- 有 穷 测度 上 ， 
按 下 法 可 在 -上 产生 一 个 有 穷 测 度 P,， 


P(A)= | PADL (dx), AEN. 


易 见 ， 如 上 为 概 宰 测 度 。， 则 卫 , 也 是 概率 测度 。 如 4 一 !-【 质 
晤 集中 在 x 点 )， 则 了,= 卫 ， 
令 1# 表 示 包 含 一 扫 集 《% 伍 TY， 二 守 09，1' 饭 客 ; 而且 对 性 
意 交 、 尾 意 并 及 祭 集 运算 封闭 的 最 小 子 集 系 。 记 
# 一 《雪上 全 体育 穷 测 度 )， 
P= {Pik EQ"), 
并 记 
= I 
tt, 
多 = 多"， 


可 以 证 明 {习题 25), {Xr A i 守 0} 视 为 {02, A PP.» 上 
的 随机 过 程 仍 是 标准 齐 次 马 氏 过 程 ， 其 状态 空间 为 (EFE， 史 )。 
其 中 ;总 假定 已 按 前 述 拓展 刘 . 刀 上 。 故 必要 时 不 妨 一 开始 就 息 


定 . 信 一 . 廊 ， Li .者 二 省 ， 





* 1d4d * 





可 题 
1. 设 天 =F[0， 1]， 沈 = 涩 ro， 工 为 沼 上 的 鄙 册 格 测 更 。 证 明 
prii, x, A et) 十 《1 一 人工 
是 齐 次 轩 移 三 数 ， 其 中 产 0，* 丘 忆 ， A 全 饥 。 并 证 明 


lim plit, .x)= 11, 
f -0 


2.， 设 fr 区 和 洲 独 立 随 机 变 最 序列 ， 试 避 {xn} 有 是否 是 具有 转 穆 醋 
数 的 巧 下 过 程 ? 如 是 ， 指 出 此 转移 衣 数 ， 
5， 设 随机 计 程 {xs，? 全 0} 满 足 对 一 期 1 安 V 有 
Ptixr=vt)=1, 


其 中 心 光 0 为 常数 。 证 明 {x 中 是 具有 转移 是 数 的 者 该 马 氏 过 程 ， 并 号 出 其 
转移 函数 。 
提示 丫 转 移 函 教 
六 《0 


4， 证明 初 娩 为 4 的 Poisson 过 程 为 具有 Poisson 转移 矿 狼 前 齐 次 马 氏 
过 程 ， 

5. 设 {zn tt 这 0} 基 以 p(s xs +t,TY 为 转移 丁 数 的 马 氏 过 程 ， 其 中 
不 所 忆 ,TT 全 绍 !,， 加 果 p (ts,， x: 1,T)》 满足 空间 齐 次 性 条 件 ， 亦 即 对 一 
切 0 吉 有 


Dis, tot)y= Pts,+ hy 下 7， 


其 中 F+ sf13+p2EIT。 征明 (中 是 独立 增 寻 过程 。 

提示 。 利用 定理 1， 

8， 挤 旭 Wiener 和 Poisson 转 称 呀 数 洪 中 空间 和 齐 次 性 条 忻 ， 

?， 设 已 绽 可 浒 空间 《十 , 负 )， 概 率 测 度 hk 人 7)， 了 和 拭 呈 此 请 足下 列 两 
条 御 的 是 数 hxsT， 后 互 ， TE 人 SS, 

C1》 对 固定 的 x， p(x,[) 是 泛 上 的 概率 浏 度 

(i 入 对 同 定 的 站 ，P tx,T) 关于 x 是 员 可 测 顶 数 。 

证 归 如 取 值 于 《五 ， 另 ) 的 关机 抒 科 fxs 荆 0 的 有 限 维 联 会 分 布 可 
才 基 成 
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P (xi ET, 地 [ 生产 1 + Xn} 


-人 上 (dvo) fi bp lyns az0 fi Pp ivr rn}y 


网 习 寺 是 区 所 过程 ， 且 对 站 芝 0 有 
瑟 (warl 后 站 2 ss Wn) = plxa TY a.e., 
6，Ornstein--Uhlenbeck 这 程 。 
设 {xe 1 全 0} 为 Wierer 过 程 ， 战 中 参数 9 = 1 。 称 随 读 过程 
De=e txtes, + 
为 Ornsteina-~Uhlenheck 过 程 。 试 证 
ci) 1 是 小 态 过 程 
《得 本? 中 是 马 氏 过 程 ， 
(ii 求 {10} 的 数学 期 望 和 协 方 荣 卫 数 
Gy {是 平稳 过 辜 . 
9， 假设 与 习题 8 同 。 证 及 {的 转 苏 肖 数 为 
1 


RT oi) ja 


= . 3 2 , 
blis, xst, I) fi: exp{ Tai ry Jay, 如 5 之 芋 ， 
Tetx),， 训 5= +t. 
入 10， 设 齐 次 马 氏 过 程 {x + 守 9 的 转移 函数 各 (4 ，x ,Ti，> 关 ERb 


TE 如 1!， 有 密度 3 Ct， x%，》)}， 亦 却 





ots xD = fat, x, ydy, 
仿 抽 xX，5)}， “ER 3 对 辐 定 的 5; 关于 x 是 各 ! 可 测 函 数 ， 
且 浦 号 方程 
“xs 好 【区 
R! 


试 让 随机 过 召 Zi= (xp 1 ， 轴 瑟 IZH 之 ee， 具有 性 戌 
已 (rs 00) = ae, CS,t 0), 
注 ”及 注 足 上 式 的 随机 过 程 {ZH 称 为 关于 9 民 数 济 { 和 4i= 0 (Xv 0 攻 
v 中 的 车， 此 是 指出 如 何 指 已 纵 的 蕊 氏 过 程 构造 扶 。 便 如 


ts x -二 exp { -二 


2+ 
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本 Wes}， 其 中 是 


时 ， 可 取 (x，s1X2 一 5 区 村 (XxX, 2) = xp 人， . 
任意 实数 。 
1 证 蕊 忆 过 程 {xr 了 2 基 0 的 转移 困 数 为 Piss Xs t+,1}, XX 全 Ri. 


下 后 二， 证 明 对 任 一 有 界 综 1 可 测 的 晤 数 上 0x)》 帮 研 之 有 
ECfeols {pf >) blis,m tdy) a.e.. 


12. 设 pP(if,%,『[》 为 转移 渭 数 ,证 时 对 任 一 二 小 有， P(ts xX， 
为 名 | 可 测 遂 数 ， 

13. 设 fz 28 为 标准 齐 次 马 氏 迁 程 ， 证 明 对 和 任 一 有 界 屎 可 测 顺 站 
1 ，Est 是 避 1 可 济 江 数 ， 

14. 证 明 本 节 起) 中 拭 移 算 关 出 货 性 质 1, 2,3。 

15， 设 得 导 为 {x 小 的 推移 算 地 族 ， 迹 明 

(Ci) 如 为 .4 可 调 ， 则 0 为 .可 测 

Qi) 如 有 三， 则 晤 1 

16， 假 谈 同 上 。 证 明 

C1) =， 为 常数 ， 

《各 如 Tn 淘 f 可 济 且 “lim r= 可， 出 


new 
Ba Cn eo), 
17， 任 给 可 测 空 间 (R; 多 ) 茂 定 六 在 其 上 的 可 济 轴 数 族 {xr， 了 + 安 9}， 
证 明证 扩 友 名 刁 安 湛 应 ， 对 储 一 下 守 间 及 EE 旬 ， 一 害 存 在 号 身 ， 对 一 
lz 0 A 二 区 
提示 对 ff 守 0 太 号 如 ， 在 [全 , 0) 上 定义 隐 数 
Po HIN) WH, 
仿生 {poi t 半 和 ,wD 在 全 上 定义 
cy Ca)， 如 名 = wEQ， 
' Pr Ss 如 乌 = Ps 
定义 o 代数 如 下， 令 
ni ~ Tr TT TT wy 
夺 ， 二 全 ， 姑 果 A 二 人 匠 ， 
出 # 为 《如 ， 人 全】 可 测 少数 ， 而 且 清 足 题 中 的 要 求 ， 
18， 广 后 守 0 为 慨 率 空间 〈 虽 ,你 , 呈 》 上 的 随 机 过 程 。 将 (0. 
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乡 》 拼 第 17 题 的 方法 扩大 为 (总 , 全 ), 使 它 满足 第 17 题 的 条 件 。 如 在 9 代数 
详 上 定 浆 味 率 二 度 请 如 下， 

户 ( = OND, Ye 
试 还 

{7 Ne= 昌 Th， 其 中 访 |, = a (Wo 相近 4 

GD 如 {xr? 为 马 氏 过 程 ， 则 {让 也 是 马 氏 过 程 ， 

19， 证 明 A4 扎 + 当 且 侈 当 存 罕 理气 久 ， 口 EF 使 HtD}= 0 有 A 入 日 
过 大。 

20， 役 {2n + 这 0 上 为 标准 齐 次 马 氏 过 鹅 。 证 明 m Cm》 是 4?* 有 界 可 济 
的 充 要 条 件 为 圣人 插 …R 后 如 站 在 .和 有 界 可 调 的 fi ms， 便 和 1 7 才 nz 且 

- Pats -N00) = 0， 

2]， 根 设 闻 第 ?0 是 。 证 明 旭 (Cwm) 为 有 界 涵 可 其 ， 则 五 oq 为 咖 可 测 。 

手 示 ” 利 州 第 20 题 ， 

22.， 谨 已 给 两 个 可 测 空 间 《ER 演员， 了 二 12， 令 7 为 1 上 和 的 全 体 
有 穷 测度， 下 为 《Fy 名 六 加) 的 揣 射 。 试 证 她 对 一 切 h EWI 有 有 
HF 所 03， 册 为 (Ei 名 入 ) 一 《Ezy 多 名 ) 的 映射 。 

23， 设 {x t 空 介 为 标 淮 讲 次 蕊 区 这 程 ，iE, 声 ) 为 状态 空 咎 ， 证 明 
si 为 《 自 , YY) (五 , 夯 ) 的 琢 数 。 有 而 证 明 对 任 一 有 恰 吧 可 蛮 末 数 了 
Esf x1) 为 咖 可 测 丙 数 。 

提示 “ 科 用 第 22 题 

24、 旋 1xz 1 六 站 } 汶 标准 齐 次 马 压 过程 ， 证 明 

C1) 如 AEAS 则 9AE Nr #0 


25， 没 {Xo 2 01} 为 标准 齐 次 马 氏 过 程 , 证明 对 任 一 4 及 s 之 0， 
有 Ps Bi AN = Pe. td), a, ©, Pe, 
28.， 笨 以 加 上 籁 ， 壕 胡 对 任 一 开 界 .+ 可 油 阴 数 11tw)， 有 
LO Ee a Ps, 
27. 假 座 周 上 是 ， 证 明 对 注 一 有 界 二 可 测 沙 数 1tw) 及 有 界 Wi 可 鸿 
孙 数 上 & Cm)， 上 有 
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Es: (EQ 二 五、 (CFs, Nn), 
28，0-1 律 、 假 设 同 上 是。 证 明 对 任 一 4EEAu 及 * EE 有 PP.(4)Y= 0 
或 1 LL 
如. 设 {x 1 守 0} 为 标准 齐 次 蕊 任 过 程 ， 其 样本 消 数 右 迷 续 。 六 每 一 
x 三 上 忆 ， 定 久 
w=in{ttit m0, x x} 
证 明 
it 是 随 抽 毫 攻 } 
fi 将 上 每 <， 存 在 3》(x)，1 Seo， 合 得 
PrlTe> 1 ) edo, 
下， 设 {x} 为 连 迫 估 数 六 次 马 开 话 ， 其 转移 概率 Pr (+t ) 调 足 标准 性 条 
件 且 g<ee。 证 级 
2 [pfssC Ff 12 Cf 00), 
了 
$1. 假设 则 上 ， 试 证 如 Ronwcropos 向 后 方程 成 立 ， 峭 息 保守 ， 
强 ， 试 证 19t} 有 界 的 充 要 条 性 为 Iim pwy(1)= 对 + 一 致 成 立 
f+ 


$4.4 强 马 尔 科 夫 过 程 


设 {xr， 芋 六 人) 为 标准 齐 次 马 氏 过 程 。 在 许多 场合 ， 例 如 在 

研究 过 程 的 样本 凋 数 性 质 时 ， 需 要 把 杞 氏 性 
EC fF Cx A = EE flxr) (1) 

中 的 固定 叶 间 # 措 咸 非 负 随机 变量 +T(@)， 同 时 仍 保持 条 性 ( 1 》 
， 成 立 。 撞 言 之 ， 要 求 {xn} 具 有 比 蕊 氏 件 更 强 的 性 质 ( 称 为 强 马 氏 
往 )、 在 一 般 情 况 下 ， 那 样 的 替换 未 必 可 行 。 为 使 替换 后 《1 ) 有 
定义 和 成 立 ， 需 对 下 @) 及 {x 本身 附加 某 种 条 人 忻 、 为 此 ,下面 
引进 停 时 及 循序 可 测 概 念 。 

《一 ) 博时 

考虑 到 第 一 章 的 需要 ， 在 这 段 蜂 我 们 介绍 一 般 的 停 时 概念 及 
其 基本 性质。 因此 ， 本 段 的 大 部 分 内 容 也 订 等 到 念 第 五 章 时 
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再 着 

] ， 定 义 

定 党 1 定 六 在 { 怠 ，F) 上 的 非 负 可 淹 了 抑 数 TCw}( 可 隐 
十 oo 为 值 )， 称 为 关于 . 字 的 了 0 代数 流 4F.， 了 这 0} 基 信 时， 如 
果 对 任 一 上 其 0， 有 

(tIEF,, (2) 

如 果 T《%m) 的 值 域 为 {90，1，?，…，co}， 凤 (2) 等 扮 于 
对 任意 4 六 0， 有 


(T= EF,, 


停 时 可 直观 地 理解 为 ， 设 想 我 们 观察 一 随机 质点 ， 假 定 到 时 
刻 ft 为 止 所 观测 对 的 有 关 该 质点 运动 的 全 部 信息 包含 在 了 ,中 ， 
今 丛 观察 与 该 质点 有 关 的 某 一 事件 4， 而 4 前 发 后 时 刻 工 是 随机 
的 。 如 果 对 任意 时 刻 f， 根 据 . 多 ,就 能 判断 4 是 否 已 发 生 ， 亦 即 对 
任意 1，(T 委 1 )E7。， 则 事件 4 发 生 的 时 刻 了 是 { 爷 小 停 时 . 
例 ] T(tw)= 1。 易 见 t+ 关 于 任 一 6 代数 流 {F,} 是 停 时 。 
例 2 设 {x%。，1 池 0) 为 齐 次 马 氏 链 ，5i 为 常 返 状 态 。 则 首 
达 时 间 
TODI=min mn XA Dm)= i}, 
三 oo， 如 对 其 x 守 0， x m) 守 二 
是 蕊 氏 时 间 。 这 是 因为 
《一 此 一 (全 
例 3 设 人 六 0)} 为 147 1 之 0 和 适应 过 程 ， 相 空间 为 
(RR,， 多 1)。 且 {x} 的 每 一 个 样本 淆 数 古 连续 的 。 则 首 达 或 超出 
水 平 上 的 时 间 
EDD) 一 inffi | ai) 
为 {17 小 停 时 。 
实际 上 ， 令 情 为 非 负 有 理 数 全 体 ， 由 x {!，%m) 的 连续 性 ， 
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对 + 上 22 有 


| 1 
«> 0 0 (i, 【一 区 中 1 
一 UU 请 (sa 一 区 次 es 
和 = 1 过 


鼓 【ro JE 
记 


-一 了 | \]) s) 


了 六 站 tt 站 人 0 
由 {2) 知 如 是 (8 小 停 时 ， 则 
f(T 一 ceo) 一 ( 工 所 coco) 会. 实 。。 
对 给 定 的 a 代数 流 { 人 8,， 1 宏 0}， 定 义 新 的 o 代数 流 {8 13 
如 下 ， 对 每 一 0 之 co， 令 


Fn 门生 
s>{ 


易 第 于 :CC 

定义 2 称 9o 代数 流 {17， ff207 为 右 连 续 的 ， 如 对 一 切 
0 < <oo, 

一 人 

一 般 地 1 产 小 未 必 溃 连续 ， 但 我 们 可 把 它 右 连续 化 ， 方 法 是 令 
多 :二 .Fn 则 {多 让 是 右 连 继 的 . 

引 赴 1 如 + 为 {9 小 停 时 ， 则 对 : 切 !1 关 0， 

(TIEF' (3) 

眠 而 (T= 1?) 二 

证 明 ”其 为 


[= 


(< U (re 


k=1 


EE 
bi 
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i ye 


而 + < i 一 - er, -1 CF 鼓 (Tt) 

束 理 的 北 未 必 成 立 ， 但 如 {2 右 连 续 ， 岂 《2) 与 《3 ) 等 
价 〈 见 下 区 的 引 理 2 )， 通 常 称 满 足 (3) 的 为 V71+ 宽 停 时 ， 
为 (多 小 宽 停 时 等 价 于 下 为 {7 叶 个 时 《习题 1 )， 

引 理 2 设 47 右 连续 ， 则 T 为 17 小 停 时 的 充 费 条件 为 43) 
成 立 。 

证 明 ”必要 件 已 证 。 充分 人 性 由 于 


全 1 
(< nr<i+ 友 jeroo， 


其 中 8 盖 和 任意 。 散 
(CT < jE 二 
例 4 设 {x4， 了 Ff 荆 守 0} 为 取 值 于 一 距离 空间 的 右 连 续 随 
板 过 程 ， 1 多 1 右 连 续 ，G 为 开 集 。 则 首次 流入 写 的 时 间 
Ti 和 全 
一 oo， 如 对 一 著 f 池 9， ) 侨 局 
为 { 信 小 停 时 。 
实际 上 ， 由 样本 画 数 的 右 连 续 福 
fre< ti ) 一 (对 某 3 < 1，w 全 全 ) 
一 (对 某 有 理 芍 了 二 上 ， 和 后 ) 


=- 蕊 GoEcGDIE。 
reR, r<t 


其 中 R 为 非 钠 有理数 全 体 ， 由 引 理 2 知 Tc 为 4 小 停 时 。 

上 ， 基 本 性 质 

如 不 特别 声明 ， 以 下 提 到 的 停 时 均 对 同一 个 9 代数 流 {小 
而 育 。 

性 质 1 设 t,，T, 为 停 时 ， 则 


Ti 十 Ta TV To =maxtTy, Ti Ti 人 Ta 一 站 im 人， To 





" J52 » 


都 是 停 时 。 
证 明 令 忆 为 非 负 有 理 数 全 体 。 则 
【TI Ta<S t 一 (Ti 到 i 2 站 C7 1 ), 
CTT t ) 二 (TT 所 t (Tt )。 
《Ti 十 让 人 > 一 0<T Li， TI 十 Ta 人 > 
UT= OT Ut, OU Ti, T= 0) 
而 【0<tic tT >t) 
-rN rr EF 
rR oot 
TI 十 志 是 停 时 的 另 一 较 简单 证 法 见习 题 8 。 
性 质 2 设 T)， Toy 一 汶 一 到 停 时 ， 则 
( i 3》 SUn To 是 停 时 } 
na1 
Cii) 如 4 了 FF} 厂 连续 ， 彤 inf Tay Tm Ths lim Ts 都 是 
停 时 。 
证 明 Ci) Csuo Toa) 一 MM Cw ER, 
Li 3 二 


CG) Cinf tt) UD CE Fm lm T= 


nn 二] Hr oo 


inf sup Tw 及 lim mt 一 sup inf to 故 由 (1),GiD) 知 jim Ts 


下 不 1 站 这 fo 丰 汪 1 ## 汪 岂 0 
及 lim Ta 都 是 停 时 。 
He 


注意 ， 如 (Fj 非 右 和 连续， 结论 (i 来 必 上 成立。 读者 自 举 -- 
及 例 ， 下面 我 们 将 研究 伴随 停 时 的 o 代数 . 祈 .. 
定 兴 3 设 工 为 1418 小 停 时 ， 令 
六 一 (14 和 多 且 对 每 一 计 闵 04 门 (f 拉 二 天 小 
《< 
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易 证 .是 o 代数 【习题 2 )， 天 .Cr 和 如 下 呈 1 州 了 .= 二。 

苦 (+={ 人 7》 则 了 上述 定义 的 直观 意义 可 理解 为 ， 划 已 知 
(TE) 则 了 只 依赖 于 50， 上 3 中 运动 的 进程 。 

下 面 两 个 性 质 分 别 为 了 F 己 F 5 下 1 及 {Fj 右 连 线 的 推广 。 

性 质 S 设 T 为 停 时 ， 出 

(Ci) 如 守则 了 FC, 

(让 为 了 .可 测 ， 

证 明 {1;) 任 到 49,,。 由 定义 对 1 守 0， 我 们 有 
TF 固守 Ts， 厂 

ACTE ft j= ACTE 有 (Ti EF, 

可 见 A 玉 ,,。 

(i 令 4=(T 所 5)， 则 

AN(TtTEI=(TEtAN Ss EFA 
. 教 AE.,。 

性 质 4 讶 二 实 吉 字 于 To 这 为 一 州 4F)) 停 时 ， 妈 她 让 右 
连 租 。 岩 工 一 ii rn 为 停 时 ， 且 


-D7” {5) 


证 明 ”1 基 停 时 ， 性 质 3 已 证 往 下 证 5),。 由 性 质 3 知 


Em 


CF 族人 忆 [| 7, 反之， 任 取 4 生 Nn FT 


好 一 1 择 一 让 


+, 故 对 任意 上 上 闻 和， 有 
4x<DO= 站 User 二 站 


ACTE IEF,=F, 
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可 见 AE9.,， 故 FF: 祝 门 8。 


n=1 

(二 》 铂 序 可 测 过 程 

定义 4 设 {z， 1 字 0}) 为 {F411 六 0} 通 应 过 程 ， 状 态 空 
间 为 《EE， 甸 )。 称 {x 为 乱 序 可 测 的 ， 如 对 任意 1 访 了 0 及 人 刁 
. 雪 ， 有 

人 SDDS5S 二 XA DIETYE Bn XP 6) 
其 中 过 wn 表示 20， 了 ] 中 全 体 Borel 集 所 成 的 o 代数 。 

显然 ， 循 序 可 测 过 程 是 可 测 过 程 。 下 面 是 循序 可 测 过 程 的 简 
单 丽 叉 重要 的 例子 。 

引 理 3 商 适 应 过 程 {x,， 了 FF。 + 关 0 的 样本 函数 右 连 续 
(或 左 连续 )， 则 {x;) 为 循序 可 测 过 程 。 

证 明 设 必 + 的 样本 明 数 右 连 急 。 对 每 一 正 整数 及 上 之 小 
定义 [0，13Xx 和 上 的 画 数 

Xa Dm)= XCD, oO) 


Xa 5 OD)=* 部-，@)， 各 如 民生 一 十 2 一 < 各 


其 中 由 一 1， 2，…，2。 由 于 
{s,s OIESEE, x 5, WIET)} 








中 看 
={0) x (eo)ENU U (3 -六 ] 
于 


xf + “(去 - i, oe je sen XFS 


所 已 ， 对 每 一 Rn， x 5， wm) 是 (5，@m) 的 多 ow Xx 可 油 函 
煞 ， 其 人 次， 由 x(Ks，c) 的 右 连续 性 ， 
lim was w= XC 5, OO) KH, OIELDO, 1iIx 人 0, 


若 xCs， 站 ) 是 . 堆 romx 可 测 。 
站 连续 的 情况 类 似 可 证 ， 
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引 理 4 设 {%， 了 Ft 之 0) 为 循序 可 测 过 程 + 是 {3) 停 
时 ， 则 xie<o 为 元 .可 测 。 
证 明 ”我们 颁 证 明 ， 对 生意 1 守 0 及 TE 多 ， 有 
xdam EIN TE EF (7) 
令 g 二 TA 人 4， 由 性 质 1，5o 是 {98} 停 时 ， 又 因 
{xoemED NG T EI) = MrT A 
=%TucmENDN NC TTIUCTe 1)) 
= {ED NG IPNUUSENMNG T= 1)}. (8) 
据 引 理 上 上 式 右 方 第 二 项 属于 .z,， 因 此 ， 只 村 第 一 项 世间 于 
刚 《7?)》 得 证 。 为 此 注意 
0( 人 WH) 是 (站 ,到 CO 1. 钾 00,0) 的 可 测 实 换 。 琶 
wm 00) 是 (QQ, FOXxXL0, fj FX Bi ) 
的 可 测 变 换 。 又 因 {*，. 多 上 循序 可 测 ， 故 得 知 
(WD, 8) (C80)ECOK CO, fj RX nn) ,DB) 
的 可 测 变 换 ， 从 而 其 复合 变换 
Ox(o(m)， 人 0) 为 (Q，F i 一 (EE, 多】 的 可 测 变 换 ， 
因此 





(xoETI NG < FER, 
由 上 可 和 顷 ， 内 考 虎 在 如, 上 ，x: 为 .FF, 可 测 ， 特别 如 六 有 限 售 时 ， 
即 久 1 二 人 ， 则 x 为 .FF 可 测 ， 
《三 ) 齐 次 强 马 尔 科 夫 过 程 
(I) 定义 
定义 5 称 标 准 齐 次 马 氏 过 程 {x,} 为 【《 痢 次 ) 强 马 民 过 程 ， 
如 果 鲁 





克 ”作为 马 开 过 程 概 访 的 推广 ， 强 马 氏 过 召 更 如 自然 的 定义 基 措 条 件 《jiy 改 为 4 
财 杯 一 蕊 多时 间 直 旧 [t， 闪 
PltoreeT tN = pit, sw 1) Ca.e, Or. He}, 
二 各 定义 是 等 件 的 可 通 12》， 


= 8G * 


(Ci) fr。 大 + 特定 可 测 ， 
(6)》 对 任意 马 氏 上 时间 T 及 有 界 .只 可 测 函 数 亲 x)，x 和 全 在， 


EL f (x) I=E F(X) (a.e, QO. Ps), (9} 

条 件 《9 ) 称 为 强 马 尔 科 夫 性 。 

对 【9) 式 的 儿 点 说 山 ， 

1. 因为 % 只 对 0 扫 上 <ce 有 定义 ， 胡 59) 只 在 马上 有 
定义 ; 

2.， 由 昌 : 伍 下 . 咏 .及 相 理 4 十 知 ， 只 考 处 在 Q: 上 ， 了 (xs 
为 A 六 导 太 两 测 。 又 因 开 f(x 为 多 可 测 《8 4,3 习题 13)， 吉 
(9 ) 有 意义 ; 

3. 条 件 (3 ) 等 价 于 变 求 在 .上 EE f(x) 为 - 广 .可 测 , 是 对 
任 一 4 生产 -有 


] CesDPrao)= 人。 EeeDPrdo) 


4， 符 号 【ae.g.P-) 表示 【9 式 在 只 .上 关于 测度 局 .几乎 
姓 处 感 立 ， 亦 有 即 译 多 在 某 集 N= 和 N,Q 上 (9) 不 上 成立， 其 中 
PAN)= 0. 

例 1 设 {Xs 了 之 9) 为 离散 参数 标准 齐 次 马 扰 过程 。 则 
{zw 基 强 马 氏 过 程 。 从 订 齐 次 马 氏 链 是 强 马 氏 过 程 。 

实际 .上 ， {zw} 的 样本 函数 者 连续 〈 窗 散 拓扑 意 久 下 ), 故 循 序 
可 测 ， 挫 而 由 上 面 的 说 明 五 Asxo 在 吕 上 证 .六 .可 测 。 其 次 ， 
设 工 为 马 氏 时 间 , 值 关 为 {0，1，2，…，oo}。 任 了 肥 AE 
AA， 邻 

Ai= ACT=R), k=0, 1, 2, i, 

出 


fo fu)Pan)= 也 ff mPa), 


因为 A 二 AT 和 ET 一 yA 由 马 氏 性 上 式 碍 方 等 于 
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a a a rn 





2 ee 
"| | 
和 】 Es FX PAD 2 f Ff xo Pldw) 


= | = ECcD)Pdo). 


可 见 {x 潢 足 强 马 氏 性 条 件 ， 

例 2 Wiener 过 程 是 强 蕊 氏 过 程 。 这 由 下 面 的 定理 即 知 。 
此 定理 给 绸 强 蕊 氏 竹 成 立 的 一 个 充分 条件 。 

定理 1 ” 右 连 绩 Felter 过 程 {z:， ! 关 0)? 是 音 马 氏 过 程 。 

证 阴 ” 由 引 理 3 知 {x) 循序 可 测 , 从 而 如 同 例 1 记述 f 了 (x%i) 
在 全 :上 为 .可 测 ， 其 中 f(x) 为 有 界 . 寺 可 测 函 数 ， 往 下 证 强 马 
处 性 成 立 。 分 三 步 证 之 ， 

第 一 步 ， 对 任意 有 有 界 连 绪 函 数 (x) 及 内 取 可 多 多 个 值 移 马 
故 时 间 +， 有 有 

EEF (Ks =E, fr) 《ae, Qe Py), (10) 
其 证 明 与 偏 1 完全 相 司 . 

第 二 步 ， 证 明 (10) 对 任意 的 马 开 时 间 仍 成 立 。 

实际 上 ， 定 义 

十 1 上 +1 


2 其 po ET (C0) 3 











tm) = 
coco， 如 ro) 一 co， 
则 +。 是 马 氏 时 间 。 这 是 因为 对 任意 ! 之 0， 可 选取 二 使 去 


1 < 二-， 于 是 





C(t) er cr 


由 韦 的 定名 知 Ts 守 TT，Ts4 TT 且 1 具 壤 可 列 多 个 值 。 于 是 由 
“的 石 连续 性 得 知 ， 往 从: 上 
lim X(T 1)=x(tT+1) 0。 {11} 


on 


* Io8 * 


所 以 ， 对 尾 一 AE 有 


] fre tip lm | f {xt{r, 
+ Pldo)= lim | ,Ee (0)Ps(do) 


= J 0 SrA Pld0). 


上 式 第 二 个 等 号 是 因 7 翅 T。， 攻 由 性 质 3 知 4， 及 (10), 最 
后 一 个 等 号 基因 {xi 为 Feller 过 程 ， 敬 瑟 f(x) 一 了 ,f(x ) 蚌 * 的 
连续 函数 及 (11)。 

第 三 步 ， 令 

宇 一 {定义 在 E 上 的 有 界 .多 可 测 应 数 全 体 }， 

工 一 4Faif 使 (10) 成 立 的 罗 可 调 函 数 ， 其 中 为 任意 马 氏 
时 间 }， 
易 证 工 是 多 - 系 。 据 第 二 步 所 证 区 包 舍 一 切 有 界 连 续 函 数 ， 故 据 
附录 《一 ) 定理 5， 了 一 8Y， 定 理 证 毕 。 

“ 卫 ) 强 马 殿 性 的 等 价 形式 

设 {x， 了 之 0 为 强 马 氏 过 程 。， 为 马 氏 时 间 。 在 人 :上 定义 
推移 算 子 9. 如 下 : 

圣 任 一 巴 全 总,， 令 


.0=0w 如 TCO)= +1) (12) 
或 等 价 地 ， 对 一 切 s 守 0， 有 
Km) = ), (13} 
特别 ， 当 T= + 时 我 们 有 8 二。 
对 4EE.#， 定 义 
dA={ woEN, toE.4), (14) 
对 .7 可 测 函 数 人 (上 四) 定 祥 
= Nm), voEnN,. (15) 


由 有 4.3，【〈 五 ) 的 讨论 ， 我 们 总 可 以 假定 8. 存 在 。 
性 质 { (a) 8470=0, 
Cb》 对 任意 A，BE.A， 4B， 有 
gC A— B= A—0:'B; 


《e ) 对 任意 AE ，【j 4:EA， 门 4E.A， 有 
1 -4。 | UU ez:4。， 
on 4 |- Ae:4.. 


性 岳 2 Cay (mET)=(xX EL) 

(Ch) 09374 一 Ts， AEA. 

性 质 1 与 性 质 2 的 证 明 可 根据 定义 得 到 ， 留 作 习 题 ， 

定理 2 谈 {x#+ 为 循序 可 测 的 标准 齐 次 马 氏 过 程 ， 则 下 列 诸 
条 性 等 价 ， | 

(a) 对 任意 马 氏 时 间 7 及 有 界 儿 可 测 通 数 了 (x)，Xx 伍 睛 ， 


有 
EC fF (Kad I= ER) (a. €. Os)s C16) 
Cb ) 对 任意 马 氏 时 间 了 及 4 生 . 思 有 
P(A SN)=P (A) (a.e.0.:P.), (17) 


《5c ) 对 任意 马 开 时 间 间 7， 任 意 有 界 .#7 可 测 的 TC®) 及 有 办 
:可 测 的 5E{@)。 只 考 由 在 全, 上 有 


E {EQ MN To = EEE, Miss (18) 
《d) 对 仔 意 马 民 时 间 T 及 有 界 . 广 可 测 的 mo)， 有 
EBMNA N= EN (a. 二 ， 人 Pe), C19) 


证 明 ”证明 已 路 如 下 
(ar dc rh}*(a), 
(a) 字 (dd) 用 字 . 每 让 上 只 需 证 有 【19) 对 = 4 三 .大 


6 人。 


成 立即 可 。 为 此 ， 应 用 入 - 系 活 ， 只 需 考虑 如 一 (Ya 让 
e091 的 情形 。 令 f(x)， XEE, 一 1，2，…， 
nn ， 为 有 界 . 寺 可 测 驳 数 ， 10 所 < 二 < 和 我们 证 明 
EsCf CR ) "fal iv 
=E, Ef (x fx (a.e. QP.), C20) 
实际 上 ， 由 引 理 4 尼 $4.3 习 稻 13 知 ， 在 分: 上 《20) 者 方 是 
A 可 济 。 往 下 证 明 对 任 -- A 全 fe 


fa. TI fm) Prd0) 


用 归纳 法 证 之 ， 当 1# = 二 1 时 由 (16) 人知 《21) 三 立 。 邻 设 (21) 
对 了 一 1 和 站 。 令 


G = T 十 1s 


则 5 是 马 拒 时间， 人 Qs 二 全 县 六,; 尺 Ao。 因 为 


ti nn- 
1T 站) 一 [ 上 Cerror 下 1 


和 
i=1 i=1 
太一 1 


而 | fi(xiwo) 在 Qo。 上 为 有 界 .ro 可 测 ， 故 让 强 马 氏 性 (16) 得 


i=1 


| TE fiCsem)) te 


i=1 
1 一 1 
一 TT Fi Xa IE rt fo Xeon, nr 外 Ho] 
i=1 
一 1 . 
= TT filx Escf x )) a.e. Qo Pe), (22) 
17= 1 
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r= fi, 玉 关 1， 2 ， 村， 
got X= Foal x OE ef aA x -te 
于 是 “22) 右 方 可 写成 


并 一 1 


TI filx. mE fA = [| xs (23) 


i=wml # 一 工 


闲 此 ， 对 任 一 4 EE,， 因 AE.A。， 歼 由 (22)，(238) 得 


jo TI fx) PdD)= fo . 也 gr) Pl dwn). 


(24) 
根据 归纳 法 仿 设 ， 上 式 右 方 等 于 


大 ~ 1 有 一 多 
1 芭 | i cc Pldo)= | E., | TT f(xn) 


“ 六 Ce -Cr 


四 mm 


,eee (25) 
也 弃 次 马 氏 性 ， 被 积 函 数 等 于 

nl 
.| TT fled Le | 

i=1 


Hr ] i 站 
| .| TI fe 一 了 | TT te) 
i=1 i=1 


(26) 
由 (24) 一 (26) 我 们 得 


】 1 万 (xn Pldm) 
本 ] Es, | i fi co Pdm). 


(21) 得 证 . 
， 362 。 


{dte) 二 [En = 志江 二 人 让 
= ELE NF'.)) 
=FLEE Th, 
《ec) 写 (人 5) 任 联 BEA ， 令 旦 一 7ap， 一 7 代入 (18) 
得 (17). 
(bb) 地 (Ca) 令 
多 二 41: nfa) 有 界 函 数 }， 
二 41s Co@) 满 足 19) 式 }， 
则 工 是 空 - 系 。 由 《17) 对 任 一 4 全 A 知 1s 人 三 工 。 于 是 工 包 含 一 
切 有 界 .#7 两 测 的 4C@), 特别 令 1= (zy 即 得 (16)。 定理 
证 毕 。 
$4.5 马尔 科 夫 过 程 样本 函数 的 连续 性 
引 理 设 tx， 了 之 0} 为 可 分 过 程 如 好 4》 可 测 且 对 任 一 
6 > 0 及 实数 放 
POUx— Xn 5 )= 0(Ch), (1) 
对 上 二 [0， 邮 一 致 成立， 则 
Piliwix(tt， 外) 在 [0，co) 中 有 不 连续 点 且 它 是 跳 获 
点 ) 一 0。 
证 明 固定 MM， 对 E 半 09 令 
= ECO MO rm DI DI), (2) 
由 {x} 的 可 测 性 知 央企 雪 rw XX 了 搬 Fubini 定理 及 (1)， 我 
们 有 
L xPC4DO= {< Ploi( i, OE Adt=o0(h) (3) 
此 
LxXPIADS=EILCLE :Ct, 0)EA)} 
= LCA 0 )}, 
其 中 工 为 勒 贝 格 测 度 ，4 为 4 的 虽 规 后。 于 是 由 【3) 


， 8163 ， 


E{L(A oO) = 0(h). (4) 
今 设 x( 上， 虽 ) 在 koEEC0 ， 季 ] 点 不 连续 上 5 是 跳跃 点 。 庆 
屠 x(f ，@) 在 ke 的 左 ， 右 极限 zx 及 xu 存在 但 不 相等 。 设 
ln (Cm) x ) 2, (5 ) 
因 对 充分 大 的 ， 有 
po) mo ,1E( hi 








2 
: | (6) 
lr © ) x om )E :+e( 人， 5 下) 
故 由 5) {6) 得 
nm), (oj 
:<( 一 ) (7) 


注意 ， 如 和 ~ 0 ，( 7 ) 就 改 为 
lo) ao te(0, 1.). 
总 之 ， 如 名 使 《5) 成 立 , 则 对 此 名 存在 充分 大 的 4 二 nC) 使 
zi4 Co) 人 > 二， 《8 ) 


因此 ， 如 存在 集 
B={t@1x(t, wm) 在 C0， 好 ] 有 跳跃 握 旦 路 度 22e) 


又 P(B)>0， 则 因 B= UU! o: (a Ke) 和 > 二 -| 故 必 


存在 H， 使 
Plo :L(A (9))> > j= 5->0, C97 


从 而 
"3164 。 





a[r(4.1 0)]> 2 


这 与 【4) 子 古 ， 艇 PCB8)= 0。 由 针 及 8 的 任 竟 性 即 知 引 理 
成 并 。 
定理 设 {x%,，1 六 0} 为 标准 齐 次 马 氏 过 程 ， 转移 函 煌 为 
Pt， XxX， TT})。 如 {xw 右 连续 重 对 企 E 半 9， 当 站 习 介 时 
Pah, x FE—N(C%)=o0(h) {10) 
对 x 记忆 一 致 成 立 ， 其 中 信人 ) 一 C3:|% 一 3 之 2E)， 则 对 一 
倪 * 
Pimix(t， ov) 在 LCL0， c=) 上 连 线 ) 二 1。 (11) 
证 明 由 假设 {x 可 分 且 可 测 。 由 (10) 


P(x—xun DE )- pii, x,dy)p(lh, 由 3 


FE-N(y)=0(h), 
因 (34 右 连续 ， 它 的 不 连续 点 只 能 蚌 跳 路 点 ， 因 此 ， 由 引 理 知 
(11》 成 立 。 


习 十 


1. 证 明 为 { 委 小 帘 停 村 的 完 开 条 作为 了 是 1 和} 停 时 ， 

2. 设 t 为 {9 小 何 时 ， 证 有 明 钱 :是 o 代数 

$3. 长工 和 go 为 1 刘 沾 个 时 ， 证 明 

i) 和 ol 

Ci) Fa PVNo= oAUB:AEY,, PEF:, AB=0 ， 
其 中 符 寻 下 -V 多 融 示 和 包 依 萝 - 和 多 o 的 最 小 代数， 

4. 假设 同上 ,证 明 (ro)，(tr 一 or=a) 者 属于 有 ho。 

5， 候 设 同 十。 证 明 对 和 企 一 可 积 随机 变 重 乓 ， 有 

Ci) Elio Elgon) = or EC(Elganr)a e.g 

GD) FE Cropr ble) 一 了 lor E (EIFehr)a,e., 

dD) ETE{EIgOR = {Egrna)a e., 

6、 殷 进 问 上 上、 证 明 如 8 fm》 为 二 ta 可 测 ， 则 


* TB5 * 





Ci 

《 门 Tenn 为 会 rn 可 测 ， 

7 了 7， 想 释 同上。 证明 

Ci (TEN (TTIN 

(CT 人 

ii tr =0NFevr={T = NF = T= oN T+ 

二 TT 二 人 了) 人 多。 

8. 设 t 汶 {0 停 时 ，o 为 分 :可 测 沽 效 《 可 取 + ee》 上 朋 T 吉 9 证明 
上 为 {及 叶 停 时。 利 扫 此 结 虹 证 绢 ， 如 世 ， 吉 为 { 玉 导 停 时 ， 则 古寺 吉大 { 颁 沾 
停 时 。 

9， 设 适 点 寺 程 {74, 扣 o ff 关 中 的 状态 变 全 《3, 锚 ) 为 呈 离 可 测 空间 ， 
史 为 包含 一 切 开 集 的 最 小 5 民 数 。，G 为 开 乐 。 试 证 如 {rj} 连续 ， 则 首次 流 
出 的 时 间 

T=inf?t :XG}, 
= oo， 如 对 一 切 上， 和 全 个 

为 { 色 小 停 时 。 

坦 ， 设 fr 多 这 DD} 上 同上 题 ，FF 为 闭 集 及 1 全 小 右 连 续 、 试 手 如 和 中 
右 连 纺 ， 刚 

t =inff f :x FF} 
= oe， 如 对 一 切 ff、* 世 万 

鸭 { 到 中 停 时 ， 

11. 设 {xw 区 1 守 让 } 为 遂 应 坟 程 ， 状 态 空 闻 与 第 9 辐 间 月 牧 一 样本 
笛 数 右 连 续 ， 试 证 如 {!x 必 氢 堪 连续 《〈 亦 好 对 任 填 上 上升 的 { 灾 小 停 时 序列 志气 
Ta 有 Lim xc =x 出 对 任意 开 集 G， 


Ho 
ten ti Gy 
为 :于 昌 宽 停 时 。 
了 12， 证 明 标 准 齐 次 开 氏 过 再 {x 必 为 强 马 氏 过 程 的 充 要 条 忻 为 
《+ fs 循序 可 测 ; 
他) 对 枉 意 瑟 压 时间 
Pr{xerrETI HD) = Pit, Xe) Ca. ee. th Els 
其 中 让, 了 为 1x 小 的 转移 本 效 。 


* 468 。 





135. 证 明 右 连续 标准 齐 次 蕊 区 过 程 的 转移 两 数 p(+, +x, 是 随 数 连 
斩 的 ， 亦 即 对 尾 一 x 政 汪 意 6 沁 0, 有 


lim plf, XNCX)}= 1, 
tft-0+ 


其 中 Exz》=( tx ->| 
1， 没 {w6 f 空 作为 柑 准 齐 砍 马 苞 过程， 如 {x} 右 连 总 已 是 Feiler 过 
程 ， 证 明 {r i t 莽 0}+ 也 基 标 准 齐 次 杞 氏 过 程 。 


15， 设 1xm az0 为 齐 次 马 氏 链 ， 其 请 步 转移 概率 为 bi 和 ， 为 马 
馈 时 间 且 +t 之 oe 。 令 
Pn 二 Nn NO 


证 明 i 9a} 也 是 齐 次 马 氏 链 ， 击 有 对 任意 0 =me 攻 mi 必 rrpm 有 


m-1 
PoOomrim 0SESm=r =i TT peg 
R= 人 0 


和信， 设 {1xm 直人 } 为 Wiener 过 程 ，r 征 有限 马 氏 时 间 且 只 取 可 列 多 个 
值 ， 今 
Hi 二 Xr 区 上 
证 了 明 13 是 Wiener 达 程 。 
17， 添 证 第 15 题 对 任意 马 氏 时 间 工 所 o 也 成 完 。 
瑟 ， 证 {xo 0 1} 为 标准 齐 次 苇 无 过程， 每 一 样本 函数 右 巡 针 。 如 果 
对 尾 一 有 界 这 总 栈 数 Cy)，» 所 RR 上 及 实数 和 六 0 


网 


的 erf (xy) ds, 1 


关上 的 右 连 综 务 数 ， 证 明 
il 计 任 意 马 氏 时 间 *+ 下 有 漠 连 综 丁 数 关 (>) 


fx Pr {dw)y -| Ew i (Xn) Pr tdiny, 20, 











口 。 
【请 {20 为 台 马 医 过 侣 ， 
提示 令 
二 1 让 十 1 
“| ' " 
Le t+ = mo 


加 记 
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Do 
Rf (x0) 三 zf 0 可 fr) Hs, 
po ey 
证 再 Exin f ehefixre)ds= lim Esle f eM ds 
tb Ho 0 


= lim 0 Rf tx: ) Pe tdD) 


He 


=-[ Rf Cr) Ptdo), 


变换 积分 符号 利用 Lap Larce 变换 的 瞧 一 性 即 得 《i)， 青 对 本 生 .Ye 定 光 马 
氏 时 间 


rT7fNI，DE 
TAOD)》 二 
Lo，@ 猎 4。 


出 5i) 证 曙 Ff Xr) Pr Cd) = 《xs ea) Pr (dm) 


-人 = fxry Pe dn) 。 
再 应 用 性 - 系 法 证 明 强 马 氏 性 战 交 。 
19， 证 txn 1 启 上 0} 为 连续 的 强 马 氏 季 如， 令 
Ta=infl {ttt A= 4} 
= oo 吉 一 切 1 有 2 于 
证 明 
(i) re 为 蕊 氏 时 间 ! 
dD 四 ， 网 
Pylts op) = PylTtr < 00) Te 00), 
20， 假设 同上 。 又 设 对 某 o 之 6 有 Ps 之 吕 ) > 0。 证明 
《i1) 对 任 一 x 二 to0,b) 有 
Poet hb) CT 
G0 财 一 要 < 三 (5,5) 有 rrrety 之 加 ;其 中 
Flea =int ttt 守 0 X= 0 或 py 
1. 设 {1xo 了 之 人 /为 碍 连续 的 标准 齐 次 马 氏 进程 ， 其 状态 空 向 汶 紧 
距离 可 测 空 间 《五 交 )， 共 中 比 为 世人 宣 一 切 开 集 的 最 小 95 代数， 如 洒 对 性 
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在 ， 存 在 非 负 逐 续 曾 数 关 (YI，Y 二 已 ， 使 得 

Yi 沿 YENx ltytptr, Ye) 有 zym>D， 共 目 
Pt》 为 马 中 区 上 距 商 ， 

{1) 存在 * 将 一 部 城 提 。 合 当 > 生 划 时 上 (= 入 


和 re Pit, Ed3J — fiz) 
上 -一 一 





iim 一 衬 候 


tO+ 
对 7¥ E55 一 致 成立， 其 中 1.3》,T》 汶 ixr} 的 转 称 郴 数 ， 正 明 对 一 切 
x 有 有 
P-rmsxsrfty my 在 [0D.coy 上 连续 )= 1。 
提示 验证 上.6 定 开 的 条 件 戒 芯 ， 


* 了 63 ， 


第 五 章 对 论 


早 在 本 世纪 三 十 年 代 末 苹 末 十 年 代 初 ， 鞭 名 数学 家 ].L1. 
Doob 和 和 P. Lévy 就 创立 了 页 论 ， 这 个 理论 发 展 到 现在 不 仅 成 了 随 
机 过 稚 理 论 中 景 活跃 和 最 富 于 减 果 的 分 支 之 一 ， 而 且 述 意 米 愈 广 
泛 地 被 应 用 于 马扎 过 程 、 点 过 程 、 售 计 理 论 、 随 机 控制 等 理论 分 
支 及 应 用 领域 ， 在 这 一 章 里 ， 我 们 主要 介绍 经 典 蒜 论 的 茜 本 松 念 
和 和 性质 ， 并 给 出 一 些 被 应 用 于 马 氏 过 程 的 例子 . 


35.1 定义 及 简单 性 质 


设 已 给 概率 空间 (Q@@， 匀 ， 呈 ) 及 参数 集 了 了 。 如 不 特别 声明 ， 
在 离散 情形 ， 了 一 10，1，2，3，…}， 在 连续 情形 ， 了 一 
[0，ce)。 并 记 了 二 了 LUtecoy， 它 表示 了 工 的 单 点 紧 化 。 1 部 小 = 了 是 
闻 的 子 o 代数 流 。 

(一 ) 定义 

定义 1 称 实 值 随机 过 程 革 {x:，1 伍 个} 为 {F747 扶 
Martingale)， 如 果 

(Ca) 起 {小 7 适 序 的 ， 

(hb) Elxl<m~, fCET) 

5) 对 任意 5 之 1 ，5， 1ET, P(x.F)=xa, e. 
称 刀 是 49 cr 上 蒜 (Supermartingale}， 如 果 条 人 御 (ce) 改 为 

PN )EA ,eR,, 
称 革 是 {FT 下 于 (5ubrrnartingale)， 杂 江 条 件 Cei 归 为 

五 (Xi )DPX .ee. 
上 对 和 下 靳 统 称 为 半 蒜 。 为 简单 起 见 ， 当 47 4,-f 联 定 后 ， 如 不 
引起 混淆 ， 我 们 就 把 对 《 半 巩 ) (xc 人 1 记 73 简 记 成 XY 或 
» 170 。， 





{x 
岂 定 六 立 知 ， 如 蔷 是 上 蒜 ， 则 一 天 是 下 翰 ， 如 半 古 上 著 驻 全 

下 莹 ， 则 下 是 康 。 其 次 ， 由 《5 ) 可 知 ， 如 针 症 的 册 对 法 意 :， 
f 了 ， 

Ex= Ex 
如 半 是 上 拷 则 对 任意 5 之 1，s，1 全 7T， 

Ex Fx, 

如 于 是 下 扫 则 对 任意 35 之 1，s，1 芋 Ts 

Ex x,. 


了 及 下 出 现 的 有 关 条 件 期 望 的 等 式 、 不 等 式 都 指 a .& .上 成立。 
《二 ) 全 
例 { 设 {?。。? 关 01 为 相互 独立 的 随机 变量 ， 具 有 瑟 yd< 
ce， 忆 ye 一 0 ， 靖 区 0。，9+ 是 六 元 Borel 可 调 琴 数 。 令 
B=ga yo Vis oo 
并 假定 E64<oe，# 这 1 定义 


TT 
xo 一 2 十 2 by 其 中 xu 为 常量 ， 
=1 


Fn oY Vs ry Ya)s Nl, 
则 4x， 也 。， 8 字 1} 是 著 ， 实际 上 ， 由 于 ，EibU<co，EElyd 之 
cco， 育 字 1 及 x 是 常数 ， 这 推 由 玉 ,x, < 人 co， 这 1。 又 
Kr! = 二 Dn Yn nl]1, 
Elxo Fo)—= E(x Tt ECbs, Yan) sn) 
=x tt PoE yn Fs) 
= x 二 bE ya 
= Xe (1 
土 式 中 第 三 个 等 苇 成 立 是 由 于 ym) 与 7。 独 立 。 事实 上 ， 当 了 离散 
时 ， 定 兴工 中 的 《2) 与 (1) 式 等 价 ， 这 个 结论 留 作 习题 让 读 
者 自 让 . 
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此 例 的 直 驱 合 层 为 ， 庆 彤 秆 四 每 局 财 吧 治 柜 率 为 :  ， 理 件 
{yr 二 1) 天 示 第 局 四 纹 ，143s 二 一 1} 表态 第 局 中 办 于 是 我 
们 有 已 (ty=1)= 已 (yo 一 一 D= 二 。 从 而 刀 y 9。 假定 fy 
是 独立 序列 ， 今 没 赌 德 帅 不 断 地 亦 换 其 瑞 策 ， 第 站 局 的 赌 策 oo 依 
赖 于 前 = 一 1 局 的 屿 绩 。 桶 据 选 定 汐 赌 策 ， 仔 愤 下 的 赌注 为 bs。 
如 办 的 初始 赌 本 为 x: 室 9, 则 在 第 4 局 结 来 时 甲 的 资本 即 为 x。。 
但 由 (1) 知 





Elxs,— Xs)= 1, 
故 力 汐 哺 入 不 会 给 但 带 闪 净利 ， 峙 此 古训 ， 当 赔 徒 每 局 腑 人 负 的 机 
会 均等 ， 而 其 赌 策 只 扩 态 于 前 几 局 的 诗 玉 时， 此 赔 册 将 巧 公平 周 
埔 。 所 渭 “ 公 平 ”总 指 赌 徒 帮 下 一 局 结束 的 资本 ， 平 均 说 来 等 汪 
他 现 有 的 资本 ， 面 与 以 前 几 次 的 周 局 无 关 。 

例 2 设 {t*i， 了 za20)》 是 马 氏 过 程 ， 它 的 相 空 阿 是 (已 ,， 罗 )， 
转移 浮 数 荐 Pi1，xX，A), 1 守 0, XR AE 设 1X%) 
人 它 于 ,是 有 界 多 可 测 逆 数 ， 且 满足 ， 对 任意 xEER,，1 守 0， 

下 一 了 (C2) 
舍 ye 二 Xx yt 
0} 是 扶 ， 实 际 上 ， 因 有 深 ， 玻 ElyH 达 co，1 疡 9。 其 次， 由 
马 氏 性 ， 对 上 > 3 有 
Ely = EC Cw) Fs) 

二 下) 

一 了 
由 《2) 上 式 右 方 等 于 太 2) 即 为 了， 

此 炳 是 由 马 护 过 程 构造 炽 的 一 个 例子 .。 

例 8 设 tx， 0) 是 Wienar 过 程 是 是 标准 马 氏 汪 程 。 
人 = ox, 5 革 1)， 间 

Ci) {fxs A ty 

{iy xi 1 A tO0}i 





。T72 。 








CE i 


《了 了 1 Ar :>0), 其 中 入 是 任意 固定 的 
实数 ， 
上 述 三 个 过 程 关 于 概率 测度 P， x 所 羽 ,是 蒜 ， 

我 们 只 对 (ii) 征明， 其 余 画 个 留 作 习题 。 

令 yi 一 呈 一 上， 国 络 关 丽 申 基 (<，Y 了) 分 布 ， 故 
Ey 之 co0， 220 是 显然 的 ， 对 <EL， 有 

Vr= yt 3) 

注意 济 ，(% 一 %)】 与 A i 独 祥 ， EA 一 = 一 8 及 Ew= x 
得 到 

By = ye Em — A) NA) + OE xr x 有) 

一 (一 总 ) 
= Er ox EN x(t—s) 
vt(tti sD)—(F = yr 

因此 得 证 fp， -Yo + 这 站 } 关 于 是 著 ， 

对 于 d 维 标准 Wiener 设 程 也 有 相应 的 闭 染 。 吕 和 参看 [ 2 1 或 
L313, 

例 # ”Doob 的 靳 过 程 ， 

设 1yn，# 六 浊 }) 是 随机 变量 序列 ， 让 是 随 组 变数 ，E1X| 之 
0， 信人 ,二 Cy Yl go 

Xs = EC(XIF,), 

则 fxs， 了 1} 是 梁 ， 它 被 称 为 Doob 的 款 过 程 。 

首先 ，Elxs| 王 CX|F |} 

EIEQUXIE.)} 
=ElX|<oo, 
苯 深 ， E(xXwl .= EECXRIF 
= ECXI FT Xn 

鼓 {x。， 了 Fn 1} 是 鞭 ， 

还 有 许多 重要 的 伸 子 ， 在 泛 不 再 -一 一 列举 可 参 阔 5 3 1 或 
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C4, 
《三 ) 简单 性 质 
定理 1 设 人 上 宇 T 了 和 (0，. 关 工人 7) 是 蒜 { 或 
下 革 )， 则 
a) 二 Yn 说 } 是 拷 ( 谨 下 魏 )， 
(Cb) tv Fe 1 是 下 魏 。 
证 明 《a x 一 9 的 字 , 近 应 性 及 可 积 性 是 显然 的 .以 下 只 
卉 验证 定义 1 中 的 条 性 rc), 对 任意 5 芝 1f，s5，1 伍 7'， 
Elxrt yd = EXP + Ev) 
= Yt 二 
《hb ) 因 xe\V yx, 
KV Ve Yes 
邦 有 E(x 和 Vy ) 守 ECXI FV ECY Fo) 
XV Jr 
由 定理 1Cb) 知 ， 邵 1 与 {94} 是 上 著 ， 则 {入 站 也 是 
上 加. 
下 面 的 定理 指出 ， 邵 何 由 半 拷 (或 雪 ) 构造 出 新 的 半 朵 。 
定理 2 (1) 设 {tx .| 和 了 ) 是 壮 ， 了 是 定义 在 玉 上 
的 丁 函 数 。 如 对 一 茹 1 全 TT， EI 了 CXOICoo， 则 {f(x)， 实 4 
! 守 耻 } 是 下 揣 ， 
(2) 设 {x:，。 了 FF,，+ 人 三 了 是 下 扣 ， 了 是 定 光 在 R, 上 的 非 跨 
十 昂 数 。 如 对 一 霓 fT，E|fA(x0 之 co， 则 {了 (XD), 了 ,tt 伍 
站 是 下 邯 。 
(3) 设 1%， 多。 {全 T 了 } 是 上 革 ，f 是 定义 在 RR 上 的 非 降 
王 苹 数 。 如 对 -一 切 1 EE 了 7 了，EljCxjl< 之 co， 则 {了 (xD Fi， 了 过 
7 是 上 莉 。 
我 们 下 给 出 《23) 的 证 明 ， 其 余 留 必 习 题 。 
证 明 对 任意 ss 二 上 ，s，+ 生 各， 因 了 韭 降 以 及 
LX) ,sy 


.174 ， 


故 


FIEND f (x). (3) 
根据 Jensen 不 等 式 (4,1 习题 16) 有 
f LECxdN FOE ECF (XN FN (4) 
由 (3 》,，《 4 ) 得 
ECF XN J f(r), 


系 1 设 {ix，9 是 揣 (或 非 负 下 邯 )， 和 之 1 为 一 常数 。 如 
对 -- 女 + 亡 了 ，|x 沾 可 各 ， 凑 {x 小 ， 是 下 对 ， 

证 明 令 f(3)=|3P 了 P， 则 了 (3) 是 摧 浮 数 ( 如 果 》 守 9, 则 
它 还 是 非 降 的 ), 由 定理 2 的 (1J002 力 推出 该 系 的 结论 ， 

了 系 2 如果 人 ge， 子 小 是 下 散 ， 册 (zi， 交 也 是 下 摧 。 

证 明 令 


>», > 0, 
了 (1 一 
0, yA 0, 


f《》) 是 连续 非 降 函 燥 ， 且 是 凸 的 内定 埋 2 的 (2》 推 出 
4X， 外 是 下 的 ， 





习题 


1. 设 了 是 离 散 的 ， 求 证 黄 定 义 中 的 条 件 {e) 等 价 于 ， 对 任意 9 

> 10， 
E {Xuet| Fn) = xn 

(汉王 圭 《下 》 届 ， 也 有 相应 结论 )， 

2 证 其 上 节 例 3 中 的 《i2 和 50 是 鞭 ， 

3， 证 明 上 和 节 定 理 2 中 的 《17 和 (3). 

4. (要 然 出 ) 设 13m # 庆 0} 是 独立 同 分 布 的 可 积 随机 变数 列 , 六 rz) 
是 它们 共同 的 分 布 密 度 。 f(z)，f2(z》 基 两 个 概率 分 布 密度 遇 数 ， 内 对 
一 茹 2，fi(z) 交 0 令 


x ODF GD Cp 
”fy fv 





n= 2 


Fn er Ths Vr) 
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闻 ， os Ff 产 三 者 间 有 和 何 关系 时 ，1xo so 着 0 1 是 蒜 ? 

5、 设 {xw 3 六 日 是 齐 次 马扎 链 ， 其 凑 息 空 间 为 上 =10.3，23，…， 
站， 下 期 ， 识 13 关于 .Yo= 0 (Xs 下 太 本) 1 宕 ， 想 茹 ， 风 状态 0 和 
太 基 暖 收 的 ， 

6， 设 13n, 9 之 17 汶 中 慎 于 所 =10，1,2,"*} 的 独立 同 分 布 的 湖 志 变 
自 列 , 户 (y4 一 有) 一 。 妇 设 !zoy 1 这 淖 是 以 下 汐 状 态 空 间 的 章帝 蕊 氏 链 ， 
其 转移 要 过 满 足 

8 一 天 (JI+Tos=T) 1 疡 1]， jj 守 0， 


Pry , 
试 证 


{如 
可 {xpy 3 Ne) 


Cy 


GD 各 常数 c 之 0 泣 足 c= 让 ax%， 风 ierxm， 玫 中 是 名。 
闫 二 人 
7， 设 1>m 六 0 1 是 随机 变 基 这 列 ， 具 有 性 三 
Xn 了 ys 
下 = 


关于 有 员 w= 9 (yo yoyo3z) 是 蒜 ， 证明 By1= 0，? 了 并 站 。 

38， 设 1xn 呆 w 关 | 古 业 完 增 县 过 穆 ， 及 对 一 芭 上 上 天 日 ， 开 xl<o 闸 ， 
区 <se。 试 举 出 下 1xr 和 构造 的 镇 、 上 蒜 和 下 蒜 的 例子 。 

9， 设 ty 4 关 0 4 是 相 下 独立 的 随机 恶 夸 序列 ， 忆 = 0 有 0 、 试 
加 下 竹中 


{Hy 二 


(bY) = My 
{EY x yp 
Cay Xo 
县 些 闫 于 时 = gy 睛 二 和 了 是 魏 ? 
10，tPolys 嫌 子 模型 ) 设 多 内 装 育 + 个 红 球 和 5 个 轨 球 。 自 嫌 中 按 下 
沪 乍 复 捉 球 !: 随 栅 屯 掀 一 水 并 设 辐 ， 国 肝 洲 如 #4 夺 与 莹 请 册 的 球 关 色相 问 
节 球 。 令 
" i76 。 





1 ， 如 机 入 的 球 是 江 球 ， 
0 如 节 光 地 出 的 球 起 黑 霸 . 
在 第 二 洪 抽 球 手续 结 来 后， 让 中 站 球 训 虞 的 沁 获 ， 斌 证 ix., 窑 a1 是 狂 . 
其 中富 0 lJe)。， 淹 求 EX， 
和 ix 下 区 有 是 齐 次 切 氏 链 ， 状 态 空 间 忆 为 40，17 中 的 全 起 有 
骨 数 ， 共 转 税 概 浆 为 
户 (ra 一 QHy = T=1 -yy, 
Px =Gy+ 工 一 二 |za= i=, 
技 四 了 后 症 ， 也 是 和 有 妆 数 ，0 和 所 二 二 1。 证 明 
Ci = 
Gi 区 8 之 十 ， 如 ix 字 w} 是 上 园 . 
12， 放 454 6 + 富 是 翰 ， 入 对 每 一 个 tt 启 和 ，EB864o0。 求 让 1 革 
的 塘 和 其 是 不 相关 的 ， 
语 ， 刘 1 + 守 0 是 独立 增 节 过 种 .9 = 人， 目 BEE 0 。 飞 再 起 一 
Ej2= Rf- (ts) Ds 0 是 雏 . 
其 中 斌 = 9 5 ， 记 (1) 是 t 的 非 负 增 浅 数 ， 


35.2 高 散 鞠 的 基本 不 等 式 
这 一 节 我 们 证 明 几 个 菇 本 不 等 式 ， 为 此 ， 先 证 明 一 个 重要 定 
理 [ 称 闵 Doob 有 界 悖 时 定理 ， 非 有 界 的 场合 以 后 再 证 }. 
设 tn my ;是 识 ‘或 下 寺 )， 于 有 这 有 
CN 


河 题 是 ， 如 将 了 ， 天 随 红 化 ， 即 将 和 ， 开 搞 或 随机 时 间 {个 时 》 
后 ， 上 起 是 但 仍 成 立 ? 对 过 程 参数 的 这 种 疹 换 ， 我 们 在 考虑 强 马 
氏 过 程 时 已 过 到 过 。 下 面 的 定理 指出 , 当 停 时 有 界 时 , 则 管 案 是 此 
定 的 。 

回忆 和 停 时 的 定 浆 ， 好 工 取 件 10，1，2，…，co)， 则 下 是 
{7 小 停 时 的 充 才 条 件 为 (TT 二 9) 和 EF 

定理 i 没 1xo， 芝 六 0 是 下 蒜 ， 避 及 工 是 17 停 时 县 
有 窒 ， 好 5 把。 则 





Ci} Elxd<, Flxl<oo 

(i) E(x FX, 

婚 人 os 是 蒜 ， 虽 《173 式 中 ”下 为 “二 ”，。 
证 明 ”只 证 下 靳 情形 。 设 寺 认 ， 闻 


A 


上 
EE > Ix xX,| 扣 >» as! 
j= 了 == 放 


从 而 x,， xc 可 积 。 今世 这 ,， 出 
AtT= I TI EEF, 
如 果 < 一 5 委 1， 那 么 出 下 载 性 及 ( 2 ) 对 4 所。 有 


fs Cs—%) Ptao) = 


N 
- 2 inc. De a P(A) 0. 


对 一 般 情形 ， 令 
a= TACOT iI), j=1, 2, ', NN, 
则 5 是 1 个 时 ， 且 
oO UOT, 
0 一 IT dl1, 


一 1，2，…p， 一 1 


于 是 对 任 一 4EEF,， 由 4.4 停 时 性 质 3，AEFA(1 所 


坟 ), 故 由 ( 3 》)，( 4 ) 得 
| «Pan) | Xa PldD) Ei 人 x Padw), 
再 因 x 是 和 -可 测 ， 故 《1 ) 得 证 。 
尼 设 {x。} 是 下 拱 ( 著 )，o，T 是 有 界 停 时 ， 则 
E(x gg .Xo 
如 ix 直 是 拷 则 土 式 中 “ 池 ” 下 为 “=”、 
征明 只 证 下 鞍 情 形 ， 因 


Xo Xo oo 


C2) 


(4) 
i 


= 了 ow 十 ocrXonre 
出 售 时 性 质 〔〈 见 和 4.5 习 题 4) 知 (9 < 之 7 EFA:SF,， 因 此 ， 


EClocXonr|.F .) = eXoney 《 6 ) 
由 $54.5 习题 5 有 


E(x .) 二 Ta E(x ons) 


ionrs 《7 >》 
后 一 不 等 式 是 由 定理 1 推出 的 。 
合 (565》 和 (7) 得 
Elxod FO ECT SNF FeXonlF.) 
FE + fe Kom 


mt 


定理 2 设 {zw， Fw ft 守 0}) 是 下 身 ， 则 对 任意 >0 及 
2 0 有 


(a) AP{ max x NA} 
让 二 和 


< { crs A PO EExti Elx,l 
尽 呈 站 


Ch) AP{ min Xt — A}E—Ex, 
记号 人 


十 | na Cdom) 
忆 味 于 
Ex Ex Ellt Ela 
(©) MP max lw A 2Exs Ero 2 Elxsl+ El 
证 明 (a) 令 
| min{: Rn, w=}, 
二 


2 ， 如 上 集 空 ， 
则 工 是 {FF 小 停 时 ， 而 且 T 志 nn。 记 集合 


M1 NAX Ye 六 
中 二 站 


烈 在 MM 上 ，%, 字 和 而 且 衣 记 了 7,， 实 际 上 ， 对 任意 站 之 +， 


as 





MNT = =x ), 人 上 后 
因此 ， 对 t，*# 用 有 界 售 时 定理 得 


POD | “Pldo)< | ， xu Pd), 
其 得 (a)〉 的 第 一 个 不 等 式 。( 6 ) 节 第 二 和 第 三 个 不 锋 式 是 办 为 
了 x Pa) | wtp EExte EF lx, 


Cb) 类 似 地 ， 令 
| minf 站 + 下 < 下， RS 一 入 
一 
8# ， 如 上 集 空 ， 
并 记 集 M 一 min XI 一 大 。 因 站 纪 1 对 0， T 用 有 有 界 术 时 
定理 得 
FExo<cEx= | Pdo)+ | ,ox. Pldo) 


< MAP OM + | sxvP(de)， 
即 得 Cb) 的 第 一 个 不 等 式 . 第 二 个 不 等 式 是 因为 
J xuPrda) <|,. xiP(dn) Et, 
第 三 个 不 等 式 是 明显 的 。 
(ct}) 由 (a) 和 tb) 推出 . 
由 定理 2 可 得 
尼 设 ixs+ 是 鞠 ， 有 目 对 某 2 守 1， Elx 反 oe， 一 0 1， 
2，…。 那 各 对 每 一 个 = 
pt max wl EEF x A, {8) 
证 明 出 85.1 定 理 2 的 系 2 知 ，{xd 分 是 下 鞠 。 对 此 下 载 
及 A? 用 寺 面 定理 2{ a )， 股 得 
MP max 将 | 


" Ta = 


时 


由 于 
PE max [Xl = PCO max [Xd 和), 
让 忌 < 


故 得 ! 8 )。 
特别 ， 如 {ys。# 闻 0} 是 独立 同 分 布 随 机 序列 日 上 ys 一 0， 
Eys=gr<eo。 加 令 % 一 DD) Ys Fo 二 0 Cy EH P=2. 
丰 二 站 


那么 f 3 ) 就 是 众 所 熟 知 的 相互 独立 随机 变量 序列 的 柯 氏 不 得 式 。 
定理 3 设 {xo，.F。# 守 0} 是 非 负 下 睹 ，p 守 1 草 


由 


Et max sD pr) Ewxs, (C9) 
证 明 令 
Y= max Xs 
虹 呈 全 
由 定理 ? 的 (a ) 知 
POY PAS), TernoPldo). (10) 
因此 


Ey? 三 2P 他 do 一 人 dP 人 I eon ， 
pdy= p {TPCY > Yd. 
由 (10) 及 Fubini 定理 ， 上 式 右 方 
<| a , “Pdo)]a 
= J ol 了 ea] Pldwm) 


pC ey. (11) 





rt. .1.1 , . 
置 8 = 一] ， 易 见 ，9 >>4 卫 二 一 1 于 是 由 


内 | 王 
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(11) 及 Hilder 不 等 式 


EYre a (Ret)? (ECV 1 9 {Fa VHA EY HL, 


如 果品 了 拓 0 。， 用 (7 人 除 上 式 两 边 ， 得 


2 -Eaxe Yi 
一 1 nn 9 


将 上 式 两 边 症 次 方 ， 即 得 ( 9 ) 式 。 
如 EY?= 0 ， 风 Ex 一 有 【9 ) 式 仍 成 立 。 
系 (Doob 不 等 式 ) 设 {xs 为 非 负 下 寺 ，p 半 1 则 





PP 
《五 了 < 


{Ft sun 中 1 一 sup {Exey 
证 明 出 (9 )， 推 得 


{EC max we)} ?se 
kern 





p Ip 
p—1 {4} 


p 
A » 二 sup, {Ex 
上 和 式 两 边 令 站 一 coe 即 得 所 希 证 明 的 (12) 式 ， 
上 二 1 的 情形 留 作 习题 ([ 4 ]， 定 理 2.15)， 





(12) 


下 面 证 明 极 为 重要 的 关于 尘 散 的 上 穿 不 等 式 。 这 个 不 等 武 给 
出 半 著 在 有 准 区 间 内 的 平均 “ 振 葛 ”次 数 的 估计 式 ， 在 证 明 半 拷 


的 收 策 性 定理 时 要 用 到 它 。 


先 介绍 上 穿 概念 。 设 已 冶 闭 区 间 [a，5 玉 由 个 数 xi 2 
wx 划 果 从 < 起 顺 次 到 ws， 和 站 Ca ，53 的 左 方 到 其 右 方 共 柱 次 ， 
我 们 就 说 数列 x,， Np 上 罕 [Ca， 4 的 次 数 为 站， 确切 


的 定义 如 下 令 
| min( 8: 0 所 #8 Nr A 
T= 


玉 二 1， 如 上 面 的 集 是 空 集 ; 
| mint " TI< TFT <， Xa 白 


1 M+ 1 ， 如 上 面 的 集 是 空 集 ; 


pa 


C， 


* 182 。 


| min( R94 艺员 和 


Tr 二 

1 M+ 1， 如 上 画 的 集 是 空 集 ， 

| minf RT < Nl, Xn 和 
何 ， 一 


十 1， 如 上 而 的 集 是 空 集 。 
定义 1 称 使 0; 志 相 的 最 大 的 鼎 为 数 到 {0，Xi，…，Xu} 上 
穿 C a，5 3 的 次 数 ， 记 为 让 如 果 9, 二 滑 十 1， 风 了 = 0 )。 
定理 4( 上 穿 不 等 式 ) 设 {x 9 1 二 9 1 MD) 
是 下 载 ，[ 关 是 !ro，7 一 0，1，2，…， 1 上 穿 [6，53 的 
次 数 ， 则 
EV {E(u a — E(xX— oa) 
1 
证 明 令 
Ya (xn EY N=, 1, 2, ,MM, 
由 5.1 定 理 2 的 系 2 知 4yw， .多 小 是 下 载 , 显然 % 非 负 。 易 见 1 中 
上 穿 C0， 一 上 的 次 数 等 于 六 。 内 此 下 面 我 们 考 虑 tym .多 寺 
与 [0， 电 一 53。 在 Troy 的 定 祥 中 ， 将 a 改 为 0， 训 改 为 下 一 
0 ， 2 改 成 yw， et 一 0， Th 三 导 十 Sur 三 Ju 则 
M+1l 


vy y= $ (3 一 2 ) 十 之 《3 一 yo (14) 


上 = 1 
对 任 一 ， 刀 六 wm )= 二 ?了 疡 0， 则 
yal my ,oPb a, ph=1, 2, 1, rr, (15 
出 于 ye 区 名 ) 一 ye 区 Co) 空 0， 8 页 


x++1a1)， (13) 


Mm 
Dye-y ONE ba).r 
k=1 


= bp— a om) (16) 
当 7 一 0 时 上 式 显 然 仍 成 立 。 于 是 
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i 村 
a| 3 一 中 >c 一 2 (17) 


其 次 ， 由 于 二 gi 都 时 {信守 有 异 停 时， HT 故 鼎 
定理 1 得 五 yzz 玉 y。 从 而 


M+l1 M+1 
a| » CEE >) CEy,—Eyo, 0, (18) 
Rh-) 


克 由 C14)，(17) 及 (18) 得 
Eyx— Ey b — oers, 


此 即 
EV a (E(u 0 ) E(w a)), 
《13) 中 第 二 个 不 等 式 是 明显 的 。 
习 是 
1. 设 ixny 匀 m #1 是 揣 ， 证 明寺 性 一 守 08， 育 
Pi max wri 3 -| |xw| Pam) 
忆 < 全 《mLXiS AA) 
及 < 
1 , 
< 人 Elxni, 


2， 设 {Xs 人 守 n 芝 和 } 为 煌 下载])， 为 i 安 s 停 时 。 定 六 Wn = Xr Ans 
证 晨 1yo 于 nn} 为 于 〔〈 下 击 ) ， 
3， 设 1 有 下 蓉 有 0 为 稻 ， 1 为 1 近代 附 目下 菩 邵 洪 吾 1 
让 Tim x (dny = 0 ， 让 骨 Fxe = Ex 
入 po (CTH) 


4 谱 {xmw 只 mw = 01 上 轨 ，T 是 ;请 a! 停 时 ，* 寺 谎 。 


Elxr| Ext+ 2ExXw&3 sup BE xu, 
和 


5， 设 {x 全 4 二 所 训 } 炬 韭 贷 下 秽 ， 让 组 


» 84 » 


8 
Et{ max XH 1+ max ROION YD) ], 
有 -1 Ey 


85.5 离散 蒜 的 站 效 定理 
定理 1 设 {x%,， 了 ,nt 汪 9} 是 下 擂 ， 满 足 条 件 


sup NE ccy (1) 
村 性 
旭 存 在 . 称 - 末 测 的 随 视 变 蜂 x%-， 使 疡 jxlscse， 且 
已 (4 lim xs 一 %w) 一 1， (2) 
其 中 二 VV Fe 
二 
证 天 令 
A={w: lim Xa YL im Xo 1 )}, 
Ala, b={®: lim xm 的 Tin 0o)), 
中 一 ~ Ho 
则 A4，A(ta， 5)EF， 府 且 
A= (jj ala, 4b), (3) 
ob 
GE 


其 中 但 为 全 体 有 理 数 ， 
下面 诗 有明 PPCA)= 0 令 (M) 表 示 wo pv， ar 下 穿 C 4， 
b 的 次 数 、 了 表示 Xos Xi 上 穿 Ca， 上 45] 的 议 数 ， 显 扰 广 必 M) 
不 减 且 
r= lim VHT). 
十 
由 上 穿 不 等 式 得 


EV MG- (Fx#+la’y) 


1 
pi 
S 可 加 up, Elxul+! 1), (C4) 

1 J 
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由 C19 及 ( 4D 可见 下 之 oo， 从 而 
PEPELo0)= 1。, {5 
由 于 
4 日 )C1O:F oo) 一 十 ce 
故 由 (5 ) 和 Pitd4Ca，， pb 修 一 0， 从 而 PdJ) 一 0。 换 言 之 
im 几乎 处 处 存在 。 令 


一 lim Yas 
日 


则 x 是 .多 -可 测 ,而 且 交 一 lim xs 几乎 处 处 成 立 。 于 基 对 |x| 应 


用 Fatou 引 理 并 注意 (41 ) 式 ， 得 
五 |xe| 委 lim Elxnl< Fh Elxs ce。 
1 0 


[ 一 -局 


定理 证 毕 。 
注意 ”由 于 
Elxs=2Px ExoE x — Ex,, 
可 见 ， 对 下 摧 条 件 (1 ) 等 价 于 形式 上 较 绒 的 条 性 


Sub Eo 


站 
对 于 上 鞠 ， 由 于 
Elxs = Fx + or Ex +2Fx;, 
故 C 1 等 价 于 条 和 件 


5sUD 了 Xp ee 


天 六 > 站 

系 如 {xw 是非 负 上 十 轧 ， 则 以 概率 1，x, 找 化 于 了 ,可 测 且 
可 积 的 随机 变 景 , 

证 明 因 %s 是 上 甬 ， 区 一 Xx。 时 下 列 . 因此 

El—x" = LXEXI oo, 

敖 条 件 ( 1) 满足 ， 从 而 一 Xx。 以 窒 率 1 收 仇 于 .Fi 测 且 可 积 的 随 
横 空 星 ， 此 基 % 收 伊 。 

这 时 自然 产生 了 一 个 进 一 挟 的 问题 ， 和 车 Xr >% 和 -Bn 
» 8 » 

















-ee 何 时 Xs 唱和 竹 < eol 是 蒜 ? 为 回答 这 个 问 题 我 们 
需 归 引 坦 一 致 洒 积 性 的 民意 .。 
定名 1 称 随 机 序 凤 {x。，+# 汪 0} 为 一 致 可 积 的 ， 如 满足 


fim fi) NP (do)=0 《6 ) 


关于 守 人 0 一 致 成 立 。 

定理 2 设 tx，。。 站 关 01 是 黄 ( 或 下 载 )， 如 一 敏 可 积 
虽 存 在 8。 可 测 且 可 积 的 随机 变星 x-， 使 

C1) Xo 3 .8 (noo) (7) 

(ii) Elxs— ol 0 CH -roo), 

Gi) {xo， Fw， 0 壕 # 攻 oo) 是 软 (或 下 堵 )， 即 对 一 切 ”> 
0 » 有 


EX | ) 二 Xs 或 守 %s) BB 《 8 
证 明 由 于 {2) 一 致 可 积 ， 故 当 入 充分 大 时 ， 对 呈 一 敏 地 有 
ElxE N+ | sy Pd EN e, 


从 而 sap Ix 之 ceo， 于 基 由 定理 1 , 存在 .r -可 测 且 可 积 的 x。， 使 
Xp Me 有 又 因 {Xa} 一 禾 可 积 ， 根据 附录 (二 ?和 定 理 2 有 
Elxs— x ~ 站 C 9 > oo), C 和 9 ) 


往 下 证 8 )。 性 取 .4 王 交 。， 由 ‘ 9 DE Xe Fx, 因 此 . 
由 下 款 性 ， 对 和 人 > 及 4E2.9。E.8- 有 


人 xoP (do) 二 (或 过 ) ji x P (dow) -人 xe PC dm) 
(wco)， 换 言 之 [xP (do)= (或 <) ,xP Cae), 
(83 ) 得 证 。 


系 1 设 {Z。 是 子 0 代数 流 ，.r-= 人 7。 了 是 可 积 和 随 
《DeottG6 才 地 和 攻 时 ) 的 
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机 不 录 ， 令 
| 0 131 
则 
人 a) {x 教 可 积 ， 
(hy) x EFF a ee . HEx— FE(YVIFN > 0 
ooo, 
证 明 (a) 由 马尔 科 夫 不 等 式 
Pl NE xs EIYi, (11) 
上 式 右 方 与 #8 元 闫 ， 且 当 入 oo 时 殉 于 0。 其 次 由 (10)， 


| E 
fo Pd) | YIP do) 


< 人 xs， + 了 | 己 Kco)。 (12) 


对 给 定 的 >0， 选 直到 ， pe 方 第 二 项 小 于 es/2。， 对 此 入 ， 
由 (i172) 取 充 分 天 的 和 ， 使 (12) 右 力 第 一 项 小 于 e/23， 了 于 是 当 入 充 
分 大 对， 对 -~- 切 # 实 1 有， 


四 
J ss } xsl P (do) < + 


妈 {x 一 致 可 积 。 
| {b) 因 人 fs。 交 是 款 ， 让 (Ca ) 及 定理 2， 存 在 条 。 -可 测 且 
可 积 和 的 x， 使 


二 
2 


Ka oe 站 
且 

ElX— Xo O(n -oo), 
下 证 %- 一 E(YiIF. )。 因为 五 .2 一 Xi 人 故 对 -4 交 < 有 ET xn 
祈 E1xxo， 从 而 ， 对 任 AE 六 , 己 .FF。， 有 


】 Pddo)= | “Padoy 了 {dot 20), 





所 以 
El = ET, | (13) 





上 式 对 - 切 4E | 到 成立。 用 - 系 法 即 知 (13) 对 -一切 AE 


一 入 


= 人 了 从而 
== 1 
Ho= EYIFe), 


现 沽 虑 反 向 鞍 ( 半 靳 ) 的 收 贫 定 理 。 
杰 即 F, 己 了 F, 写 也 


设 1 人 二 是 了 的 反 疝 学 0 代数 流 ， 
定义 2 称 {%e。， 1 六 0) 为 { 针 .于 闵 07 的 反 向 贰 ( 反 向 上 


蔷 或 有 反 向 下 献 )， 如 果 
《ww 是 .9 .可 测 ， 甩 已 lx 所 se 

《ii) 对 从 人 站， 开 (xol 有 一 xf 相应 地 “< ” .或 "2”)。 

例 Z，y。，# 守 0 都 是 随机 次 凡 ， 且 E12Z1<oo。 令 
Fs 口 ( Yo rts 2 pg 

xn 一 (ZIF,), 
则 .六 }) 是 导向 驶 。 这 是 因为 对 7 之 壤 ， 
人 


站 有 一 0，1， 


且 
ElxXoF = EARCZIF) TY) EZIFn) = Xm, 


定理 3 谈 {xo，Fo，# 这 9} 为 反 向 下 蒜 ， 则 在 在 门 和 
| 


可 渊 的 随和 机变 是 w-， 人 和合 
lim xn 一 并 -= a 

证 明 令 人 VVCn ) 表 示人 Xo 上 CG， 上 ) 的 次 煌 ， 

于 表示 {xo，" 汪 0) 上 穿 Co，4) 的 次 数 ， 剖 然 ， [二 lim 

H 


Cn 由 $8.2 定理 4 知 
FE DSS (Exit De 
~ 189 。 


上 戒 右 方 与 于 无 美 。 令 mreoe， 即 知 EHECoo, 与 本 此 定理 1 


的 证 法 完全 类 似 ， 可 知 存 在 x.。= fm wo 是 门 ,可 测 ， 且 有 


Ho 和 = 日 


区 -= 一 lim Xn 有 a. ee, 
Noo 


成 立 ， 
定理 3 中 芍 x-。 处 一 定 可 积 ， 加 对 {x} 附加 条 性， 则 可 得 到 
定理 #4 设 {xs， 字 ，# 字 上 0 ) 是 肥 向 下 款 ， 如 


多 有 


Gi) 存在 门 x, 可 测 且 可 积 的 随机 变 最 x.。， 使 得 当 # 一 
n= 


= 时 
Ka 光 a.e., HE|lX—*x-l-*0., 
证 明 由 定义 向 3: 不 增 ， 因 此 人 有 科 保 证 存在 常数 2 ， 使 
lim Ews= ¢, {15) 
下 证 人 few 一 致 可 积 。 
对 5 二 0，。， 职 记 ， 使 
Ex— lim Ex ee, C16) 
我 们 有 


Ellxsl: [Xs A= E(x Xo hh)— Elxo, xs<— \) 
= F(XotXe > hI ECX Xo MN— Ex,, 
著 # 守 hh， 由 上 友 向 下 款 性 ，(16) 及 玉 x, 不 增 ， 得 到 上 式 右 方 
Elx Xa A EX Xo A)—EX+E= 
五 (xx Xa hh)— Elxr, Xo + ECECUX, ro 
六 十 五 【weis Xo Oo hj em Ell Xol> 二 三。 C17) 
» 190 » 


国 为 
Pg EL Fl = 3 C2;— Ex,) 


故 当 足够 大 时 ， 卫 (x 二 入 关于 #9 一 到 地 小 ， 从 而 当 入 足够 
大 上 竺 ，(17) 式 右 方 可 以 小 于 2 关于 4# 一致 地 成 六 。， 此 即 证 明了 
{x 是 一 致 可 积 的 ， 

由 定理 3 存在 *.。 使 lim Xo 一 %_。 a.e,。 于 是 由 附录 


一) 定理 32 知 ， 当 ?一 oo 时 有 
乒 ia 一 后 > 人 


县 Elx. l= lim 五 jxa|< oo, 


即 x-- 可 积 。 
令 J 二 0) 是 反 向 加 《下 
鞠 ) 当 且 仅 当 {sn， 多 -mn 1 守 0) 是 著 ( 下 靳 )。 


习 题 
1， 设 sap 瑟 lzalp<coo， 其 中 请 > 汪 1 。 则 x+ 是 一 化 可 和 的 
中 六 几 


2- 投 {3m # 字 0 } 及 ZZ 为 可 积 随机 变量 月 :Yr 夺 2 9 Cn 一 
oo0) 。 试 证 对 任意 于 代数 流 { 实 小 ， 有 
lim tsi) 


. Hm 
提示 对 任意 尺 ， 令 


Yo 一 sup [yn ~ Yl 


nm 
网 |xwl 2ZF，1lim xm= 0 ， 制 定 塌 2 系 1 知 
Wo 
im Ey yliFnD ee lim FE (enn) = Erm Fo), 
Ho oo 


令 m 吕 ， 肝 控制 收 襄 定理 下 式 右 方 趋 于 0，、 
5， 证 电 对 任 一 4 去 会 用 
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[lim FA F=f. 


LL 演 3 
4 设 {xnw 了 91 为 齐 次 马 色 和 刍 ， 状态 窟 同上 为 “0 1 ) 中 的 全 恒 有 
磊 数 。 他 口外 瑟 ， 如 ;so 的 转 秒 概率 为 ， 对 征 一 ?和 华 丘 ， 


所 tn 二 3 一 二 


站 《at 一 QT 一 | = 
试 证 
Ci 其 中 
fiy Hm xc 或 1 .及 号 xn = 是 [lm Xu 二 ] )。 
x 全 ot 


5§， 试 举 不 收敛 下 靳 的 例 ， 
8， 试 求 85.1 习题 10 Cpblye 馆子 模型 ) 中 1xm 人 的 lm x+ 的 数 


学 期 望 . 

了. 设 :xn 全 4， 凑 D 是 下 栅 ， 证 明王 列 汪 个 革 件 第 此 等 价 ; 

to) {xs 一 臻 可 各 

(b&b)》 存在 可 积 的 x%。， 机 EE .xan 一 一 一 0， {no0}t 

tc) 在 在 可 积 的 x。， 人 使 za 人 zea ee. io 二 呈 (txw| 全 时 且 xm Ex 
tn -oo0), 

86， 设 ixo 全 4 FF 安 0} 是 对 ， 证 明王 题 的 条 伞 3》 和 (5) 与 下 泥 
的 条 体 等 价 ， 

4 存在 可 积 的 xs， 使 *o>xa ee. 且 

FixXol es) = pp 


te ) 存在 可 积 的 随机 变 导 了， 人 局 *e= 加 (1 : 佐 站 ，a za0。 
本 设 1xo, 情节 和 是 不 可 分 的 溺 返 齐 识 开 钙 链 ， 其 状态 空 间 为 后 ， 转 
移 慨 率 海 Py， ,和 拓 电 、 如 果 定 义 存 志 上 的 有 界 函 数 了 (ty iiEE 瑟 油嘴 


f (i)= >) fF CF) pip 
jE 
试 证 于 尼 汶 常数。 
提示 yn= 了 缔 四 是 .Ya= tan 站台 ， 并 由 党 返 和 不 可 分 性 
条 ， 关 任意 ，， i 拓 旦 和 无 穷 刘 个 FF， 普 人 憾 = Y= (1)。 
地 责 才 可 视 ， 1 让 是 6 找 这 流 。 旺 明 
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fy 
lim E{Xlg.w= Elx NN 7.). 
和 一 和 和 了 


人 利用 邯 收 茂 定 而 ， 王 明和 独立 同 分 布 随机 变数 询 的 强 大 熬 定理 ， 设 


占 


xoy Xj。 为 独立 同 分 布 的 薄 机 迹 莉 序列 县 杞 jzal<oo， 今 sw= > x 出 
下 = 习 
lim = Ex Ro 
业 -DD 


$5.4 连续 参数 租 的 样本 函数 性 质 及 收敛 定理 


(一 ) 样本 函数 的 性 质 

下 面 先 证 肯 几 个 基本 不 等 式 以 了 燥 示 [0 。c=)，92* 表 示 
(站 cc)。 

设 已 给 酝 机 过 程 fx， 坛 四， 万 = 革 ， 二 ，… 和 为 了 的 一 可 列 
子 集 。 令 虽 Us 一 人 二， 为 有 的 前 #9 个 元 素 ， 将 ,的 元 过 
按 大 小 重新 排 弄 、 没 为 <#6 芝 to 以 让 CU) 表示 {ws 
] 雪上 用 扫 引 严格 上 穿 区 间 [e ，4&5I( 亦 即 自 小 于 4 到 大 于 5) 的 
次 数 。 星 然 

VU EV SU, ), 
记 
Ve Dy= Jim VCU), 


它 表示 {x:，! 忆 中 严格 上 穿 区 间 [@ ， 5 的 实数 。 
定理 1 设 {X:， 多 ,，! 忆 人) 是 下 靳 ， 甩 如 中 的 一 个 何 列 子 
集 ， 则 对 性 意 上 ，sE7，r < 之 :及 任意 区 间 [a，51] 和 和 >0 有 


(Ci) EVECDNGr, se pi, Els e) (1) 


< (Extt! 站 | >》。 


Ci PA sup wi (2) 
if 全 也 站 Err 条 
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系 没 {x} 是 车 ， 量 对 任意 工 0 天 ee， 那 么 有 
{iii》 对 任意 ?了 字 1， 
PA sup i> NE jr Ei (3) 
fr 
(iv) 对 任意 DP 之 1 


有 
让 
‘<( )E A 4 
El jp a p—1 Ba (4) 


证 明 Ci) 设 DNMCr， $ 一 好， ty “rs 全 
Us= {fs ty my fa 据 $5.2 定 理 4 有 


ESUw< ia 《 巨 (xr 一 六 )， (5) 


其 中 加 是 可 .中 的 最 大 数 。 由 要 5.1 定 理 2 系 2 知 (%: 一 6) 也 是 下 
鞭 ， 因此 E(x 一 立 E(x 下 【< 3 )» 故 |: 5 得 


EVAUYS sis (E(w a)), (6) 
在 上 式 中 令 半 一 cc， 由 单调 收敛 定理 得 
EADNEr, s DE (E(t oe, 





(7?7) 
此 外 , 〔i ) 中 第 二 个 不 等 式 是 显然 的 ， 
《ii》 据 §5.2 定 稻 2 的 (a )， 我 们 有 
PT sup Ni hEEXE,, (8) 


teUu, 
其 中 加 是 L7。 中 的 最 大 数 ， 因 {x 是 下 眶 放 Exin<EE*,。 
于 是 由 ( 8 ;得 


APC sap wh IEErTEE IY, 
ieU, 


令 1 一 oo 得 ( 2 ) 式 ， 

(1) 和 (iy) 留 作 习 题 ， 或 

系 T 证 1s 本 记 全 是 下 二 加 让 子 -可 条 过 有 省 续 ， 则 
» T1994 *， 


人 第 iv 中 的 五 讨 去 掉 。 
证 最 万 是 了 的 一 个 可 让 料 保 ， 由 定理 1 知 有 (Ci)，Ciii) 补 
(iv 的 成 立 。 但 当 轴 道 布 连续 时 sup | 一 sup ix， 琢 


tEDNLr, 5s {ECr, 3 
系 1 结论 正确 。 
系 2 设 {1x4 是 下 载 ， 甩 是 了 中 任 … 可 列子 集 ， 则 对 几乎 - 
二 的 品 ， xs ，o) SG 在 了 的 任 -- 有 穷 区 闻 上 有 界 。 如 果 
{x 的 样本 凿 数 右 连续 。， 则 对 几乎 所 有 的 2，xC1，@) 1ET 
在 任 - -有 穷 区 则 于 入 界 。 
证 明 ”由 ( 急 ) 我 们 有 有 


Pt sup (x )< El 
+ 荆 症 站 [CD,m * 
仿 一 oo， 得 
Pl sup X=00)= 0. 
{EDNCG, ny 
因此 


Pm: ts, vm) sD 在 7 的 任 一 有 穿 区 间 上 有 界 } 


om 
-rif sup |xC+, oN). 
n=1 1EE 呈 站 C0; 他 


如 果 x{ 1,&) 右 连续 取 品 为 了 的 一 个 可 列 笛子 集 ， 则 sup 


{EDNC,n 


xD 放生 co 等 价 于 sup IXCf， 8 之 o0，, 
{EO 


利用 定理 1 的 结果 , 我 们 可 以 得 到 重要 的 定理 (Felmer 引 理 ) 
它 是 贺 论 中 的 一 个 较 新 的 结果 (1972 年 )，。 这 个 结果 与 经 典 的 上 典 
连续 修正 引 理 的 本 质 区 别 在 于 取消 了 关于 了 的 完备 竹 及 . 灾 。( 从 
凋 一 切 写 ,) 包含 所 中 所 有 呈 - 零 测 集 的 假定 。 该 定理 是 对 上 革 竹 
述 的 ， 我 们 改 为 对 下 巩 竹 还 . 
称 锣 或 半 贡 右 连 续 ， 如 所 有 的 样本 国 数 右 连 续 。 并 记 六 ,== 
门 7., 
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定理 2 (F 记 mer 引 理 ) 焉 1， 多 itE7) 为 转 ( 或 下 蒜 Y， 门 没 
了 中 的 一 可 列 碍 集 ， 则 存在 蒜 ! 或 下 载 )1y .73ETY， 伍 得 
《ii 4 中 的 所 有 轨道 右 连 续 , 日 对 几乎 所 有 口 ， 对 -一切 #E 了 ， 
有 
yDI= Jim lo (9) 
5 
Cii) 对 几乎 所 有 名 ， 对 一 切 ! 己 TT ，ys( @) 存 在 有 穷 的 左 极 
眼 ， 且 


y= lim TD)y (C10) 
s 己 D 
二 下 下 
《3 对 一 切 1 ETYEF 人 gr 一 oo 
和 一 FE(C YF ) (或 翅 {11} 


(iv) {yx 中 是 部 【或 下 载 )， 
和 证明 ” 先 造 {yw 如下， 对 任意 1 全 TT 及 区 间 T6，b. 邻 


Hmms= {Dm sup Xm)|=o0} Uj {ot oN 
5 全 部 中 [0, 轧 


CO, f ]) 一 cey， 
WH, EF 且 由 宕 理 1 及 其 系 2 知 ， PH,,,s)= 0, 
令 


H= () Hs H= (I) H,.= {JH, (12) 
HH=1 :了 . 


gb 
8 ， 占有 下 数 
则 已 ,全 . 交 ， 且 P(FH)= 0., 对 每 -一 tt 夺 个 ， 令 
五 :一 门 HH,, (13) 
s+ 


则 五 -E.G 且 划 中 基 瑟 ， 刚 大 在 > t ， 伪 旧 人 冬 五 从 而 
lim xifoI) 存 在 且 有 穷 。 定 习 


sED sri 
lim 和 2, a eH, 
eo sy (14) 
中 吕 人 天。 


显然 {中 是 {8 沾 通 应 过 程 。 往 下 分 儿 步 证 明 13 具 有 所 要 求 的 
性 焉 。 
第 一 步 证明 (1i) 成 立 。 
插 取 名 及 1 亡 T， 如 蛋 Er， 则 @E 采 *， 对 一 切 + 之 二 . 
从 而 由 (14) 知 当 7? 守 1 时 ， yA 0)=0， 表 3YC'， 人 名) 在 :i 
钼 右 连 颖 。 如 名 芷 呈 -， 由 由 《13》 必 存 在 mi， 对 一 切 了 所 
[+ ，?*0 有 站 人 扫 五 。 由 【14) 知 ， 
给 定 E 交 0， 取 B04，S<rn 一 t， 当 s 亿 DN(1,， t+ 
8) 时 有 
[yA OD EE, {15) 
于 是 当 r 扎 (1，+ 十 $8) 时， 注意 呈 企 瑟 …， 我 们 有 
{yo ym)= lim I om)—xX (mR (16) 
:5 
期 > 上 .，o) 在 上 处 右 连 续 。 因 此 ，13 的 -一 切 样 本 函数 在 工 
上 右 连 急 。 
男 一 方面 ， 当 @ 关 玉 时 ， 内 对 切 寺 算 了 了 @ 天 五 :起 由 (2147 
即 得 《9 )。 
第 二 步 ”证 并 《ii) 成 立 。 
对 任意 名医 局 太 1 让, 因 ®@ 作 休 , 故 lim xX{s，@) 存在 


s+ 
民有 穷 , 记 x(+t, 人 DD 二 lim XCS, wD), 
:3 
任 欠 5 汪 0， 取 8 记 0， 使 对 一 切 s 毛 (1 一 8， tJ 站 了 D 有 
CH, oO)—x{s, ONEeE/2, (C17) 


对 任 一 ?所 (ff 一 8,t), 因 为 器 H+， 出 《14) 机 选取 > 
sDNCt 一 8，{), 使 . 

[y(tr, 0) x(Cs, co JisSE 2, (18) 
由 (C17) 和 (18), 当世 (1 一 8，t) 时 有 
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[yy{r, mo)— {tf, DONE VCr, om) 
—X(s, wm) ixX{ts, X(t, om)| 
Ef2+e/2 = e, 
可 见 ， lim 3fr，o) 一 和，D)。 即 > 人 fr) 存在 且 (10) 
r i 
式 或 立 ,，( 以 下 棚 设 克 是 下 鼓 ,》 


第 三 步 ”证 明 (11) 式 成 立 。 
仿生 必 ，ts 4 1。 任 取 .A4 刁 儿 ,， 则 


| “Ptdo)s | ， x, Pdo)。 (19) 


因 (x; ，, ，# 六 1) 是 反 向 下 描 ， 且 Ex lim Ex, 由 


oo 


§ 5.3 定 理 4 知人 x, ) 一 致 可 积 ， 又 因 C9)， 从 而 lim Ex 一 圳 
二 0。 于是， 在 (19》 中 令 n 一 co 即 得 
f Pldo)e | yrPlde), 


此 即 证 明了 (11) 式 ， 

第 四 步 ” 证 明 {5y，F rr， 1 全 了 为 下 识 。 

令 5 Dt 54 5 对 A 
因 {x 是 下 拷 ， 我 们 有 


人 “pcdo)< | Pao)， 
与 第 三 步 处 理 〔19) 式 中 fs 一 样 ， 人 在 上 式 商 边 令 # 一 oo 得 
人 ywPtdos fwPdo). 


定理 证 毕 上 ) 

系 如 下 卉 14X,， 了 ,+ 伺 T} 右 连续 ， 则 

(a) {x 加 测 了 全 了 } 是 下 鞭 ( 半 风力 

(by) 对 几乎 所 有 的 w，x( 1 ， 由 ) 在 一 切 上 >0 上 有 有 穷 
左 级 限 。 
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证 明代 习题。 
定理 3 没 必 了 上 后 了 为 邢 ， 如 47 右 连 续 ， 则 
下 瑰 二 条 和 几 等 价 ， 
(&) Ex 在 1 守 0. 上 右 连 续 ， 
Cb》 ft 有 右 连 续 修 正 下 般 1 和 和 了)。 
证 明 (a ) 汪 (bb) 设 让 为 的 任 一 可 列 稠密 子 集 ， 因 ,一 
2r， 赦 定理 2 中 的 {yy， 六 :，+ 万 了} 是 下 鞍 ， 由 (11) 知 
Xr Ys aA.B., . (20) 
其 次 ， 对 任意 1 > 0， 取 局 全 万 如 二， 则 为 (一 致 可 积 及 
Ex, 右 连 绕 ， 放 由 35.3 定理 2 知 
Ey= lim Fx = Ex, {21) 


由 (20) 和 (21) 得 罗 =% ae.。 换言之 1 人 是 1 的 修正 。 

{ 天 Co) 设 4 基 1 的 右 连 续 修 正 下 载 ， 则 对 和 任意 f 
1 ， 永 { 一 臻 可 积 。 故 41， 也 一 致 吉 积 。 双 五 lo 一 吾 |x | 之 
ce， 国 此 ， 直 附录 【一 ) 定理 2 得 


lim Ex 一 lim Ey,,=Ey= EX 
[| Ho 


内 而 夷 各，EEx, 右 连 综 ， 

系 ” 若 1 外 右 连续 ， 则 任 一 1 ， 卫 了 ) 炎 必 存在 右 
连续 修正 灶 {y,， 了 ,，。 上 三 了 )， 

证 明 因为 对 一 切 s ，+ 有 Ex 一 Ex， 填 Exi 古 和 连续， 再 由 
定理 3 推出 命题 

二 收 敏 定理 

8 5.3 中 关于 离散 参数 缺 的 站 敏 定 一 ， 可 直接 推广 到 连续 参 
数 的 场合 ， 其 证 明 完 爹 相似 因此， 下 面 我 们 只 以 定 盏 1 的 证 明 
作为 例子 ， 其 它 的 内 叙述 结果 而 不 再 重 证 ， 

记 


Fi V Fi=V Fi 
?0 = 
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其 中 性 + co。 
sup EM {22) 


[| 


“或 等 价 地 , 满 下 sup Ex! 三 o0), 则 存在 FF 可 积 的 随机 变量 x 使 
tv 


PT lim Xr=%m)—= 1。 (23) 


to 
证 明 令 
A={o: lim, xf oo) 存在 《有 穷 或 + 一， 


A{a, B={ms im Hm)TITb < lim, Rr DD)}, 


too 
记 驴 为 公休 有理数 ， 显 
PLD 一 尸 { U Ala, b)}, (24) 
a PED 


以 下 证 明 P(CA49Y= 0， 为 此 只 需 证 明 P(CAC8， b=0， 

以 六 表示 fx。， 工 所 7 严格 上 穿 区 间 5e，p1 的 次 数 ， 
VD) 表示 人 个 万) 严 悄 上 穿 区 间 [a， 厂 3 的 次 数 ， 共 中 已 
为 工 中 一 可 列 钢 密 子 集 。 内 12 在 连 纺 ， 故 

Vi=V DD), (25) 
由 定理 1 中 的 (1) 式 ， 有 
EVAD)E tim EVSCDNEO, #2) 


& lim +! ca 01) 


pn b 


ee 一 { sup 五 和 个 十 19i< co。 


t 
甩 此 有 【25) 可 网 五 Fece， 有 从 而 
已 Co 一 1。 (26) 
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由 于 40 人 oo 看 册 《263 3 
MH{ A{ 4, b))= 0, 
从 而 P(A4) 一 90， 故 P(4)= 1 。 澳 好 家 示 Jim x 儿 乎 处 外 在 


在 ， 令 
X= im Xo, 
f = 


由 tx 的 右 连 绪 折 向，%w 十 .可 讽 ，。 显 淮 PC lim X=X%w) 二 
1 #0o 


1 。 对 |xr 应 内 Fatou 引 理 并 注意 条 件 (22), 有 


E x < lim Exoo, 


定理 证 毕 ， 
- 定理 5 设 {) 为 一 致 可 积 的 右 连 续 租 【或 下 载 ), 则 存在 了 - 
可 测 且 下 条 的 随 宙 变量 x.， 使 得 
【TS 
《ia 对 任 一 了 浆 0 
二 下 {x 或 各) 
系 设 9. 代数 流 iF 右 连续 ， 了 为 一 证 积 随 机 变数 。 如 果 
{是 1ECY 1!F)} 的 右 连 续 修 正 ， 则 当 1 一 oo 时 ， 有 
x ECYIS)a,.e., BEX EY'F.) 0, 
《三 ) 例 
布朗 运动 《 即 Wiener 过 程 ) 的 重 对 数 定 律 是 一 个 重要 的 害 
理 ， 证 面 ， 我 们 将 给 出 它 的 扣 证 明 ， 这 也 是 球 论 应 用 于 研究 号 于 
过 程 型 论 的 例子 。 
重 对 数 定律 ” 设 {%} 是 标准 1 维 布朗 运动 ，P (Cx, 0)=1, 
山 有 
Pllinm sup Li2 tlog logflAt lx 一 )= 1., (C27 
有 _ 
证 明 记 At《 1 ) 一 上 log logfIZ 7 ， {28) 


一 EE > x 1 
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Cx -一 一 以 


由 $5.] 例 3 知 ， 对 任意 实数 %a，f{e ? ， A {ET} 
是 车 。. 似 下 性 老 虚 L200。 令 
Zexp XI 1 cf) 《29》 

、 2 

由 定理 1 的 (二 ), 有 

Pi max | < 一 1 as > 1 Pri max Treo) 
#1 2 ’ ' +t 

< 有 一人 (30) 


(30) 由 最 后 -一 个 等 式 上 成立 荐 出 于 上 Zz, 三 上 Zo 二 1 之 朴 . 
服 B 和 B01 


-C1+B)AO), B= 3 (0"), 
国 为 有 (87 一 [29"log logt0 "TP ， 窗 
ob B01 + oh) (01 二 58” 
x {20"o8 "+20"loglog 1 ]=( 1+ 8 )logn 
+(1+ 8 Ylog log -8 -一 (14+48)togz 二 ce， 
其 中 一 (1 十 8)log log -是 -常数 ， 


将 这 些 数 代入 30) 式 ， 得 


令 
1 os ) 
4.=( max,(% 2 3) B 

出 
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YP (CAs) Lo0, 


由 3orel-Cantelli 引 理 汀 
DE lim snb A = 0, 《321 


有 


因此 ， 对 几乎 备 -- 个 ， 存 在 zfo), 使 得 对 一 切 ? SCo) 有 


max (x @)—- $sC1+8)0™"6 Ce")] 
Fs EA 


3 9"). 《33) 


车 下 人 logb 5 县 当 和 < 有 时 ， 
1 
1 





2 + log :log 20"" og log0 


即 
0p) C0"), (34) 
因此 ， 对 志 乎 每 一 个 史 ， 当 nn 守 max (mwm),1og98"1) 中 
8 之 1 各 也有 时 ， 风 (33) 和 (34) 得 


A OE max x 2 tA 0 
3 +t 
x(2 十 53) )。 (35) 
由 (35) 得 
lim supht( 1 )%( ya-0 2+ 8). (36) 
tru 
令 


如 一 (3536)》 式 成 立 )。 
由 前 面 的 推理 过 程 知 ， Plowj= 1], 任 联 一 列 0 | 
并 人流 


"= 门 人 at 


| 
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有 Pro 3 一 1。 
对 中 和 人 *， 有 


lim suph:t( { x ol -0722+ SB.), {37) 
上 0 ~ 
上 式 对 一 切 #、 训 成 立 ，。 


《37) 中 令 #-*co 和 Woo， 得 
Pe lim supk i(C i)%E 1)=1. (C38) 
0 


以 下 证 明 PC lim supi Ct jx 1 )= 1. 
to 
以 BB, 表示 集合 
B= {mix wm)— XH, OPC — HO A)}. 


其 中 0 之 0 < 之 1， 汝 布朗 运动 是 独立 增 量 过 程 。 油 此 ，{B,} 蚌 独 
立 事 件 列 。 又 因 x 半 (的 一 030 服从 NCO0 ,VY 六 一 0 ) 正 六 分 
布 ， 故 有 


i 
-i 
2 


PLB,) =:(27 el ep ( ) 


一 


(2 > C1 一 3 ak ) 


-1 as 
G0" exp ? ja as, (39) 


其 中 a = 1 — 9) ONO, C40) 
将 户 C9") 二 (28"log logC9”™)D 人 代入 (40) 并 化 简 ， 得 

0 = 2 (log log logtQ™ 1)) (C41) 

-3 logn 十 log logtQ" ), 42} 


出 (39Y，141) 各 :42) 得 
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PlB)= (Tn ogg 有 log 人 十 
Iog Jogf8 7 : C1 —2" og n+loglogtH "DD 


1 ee ， 
™ 2 logf8 Crlornt nloglogC0')) 








(1 -rr (43) 

由 (43) 可 见 ， 级 数 王 PCB,) 与 (nlog#n; 可 沙 较 , 因此 有 
了 FEB 发 散 。 青 由 Borel~-Cantelli 引 理 知 

Pt lim supBs) = i, (C44) 


ro kh 
因 丝 ， 对 几乎 一 要 吕 《例外 集 依赖 于 86) 高 
Xx) X01 0) 《9 )， C45) 
对 无 穷 多 个 站 成 立 。 
注意 到 一 支 记 是 布朗 适 动 ， 对 一 互 应 用 《38) 式 ， 当 #1 充分 
大 时 有 
— x (CO) 0™)., (46) 
加 
(8 站 一 2051og log 9， 
玻 当 8 充分 大 时 


hk CO 260 7 . 2ioglogd 一 28728(Cb")。 
将 上 述 闫 系 式 代入 《462 式 ， 得 





— O20 A 0"), C47) 
由 C45) 和 (47) 有 
站 bb — 0 0 (48) 


PC lim suph lO) XO OC 1 — 0 —402= 1. {49) 
因 lim suph (fxXCHD2 Lm supHi(0 x (0 ,由 (49) 有 
fr Nn- 


PE lim suph CIOXCH OBC- 40)=1, (680) 
Tr 
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取 一 列 0 0 (mee) 与 《88》 趟 的 推导 相同 ， 在 〈50》 式 中 
以 9 代替 日 并 令 Wm->co 得 
Pt lim suph C1 x CH) 1)= 1., (51) 
1 4 


由 (38) 与 (51) 得 到 命题 结论 。 该 证 明 到 材 于 C553。 类似 的 例 
于 还 可 以 在 [52 中 找到 许多 。 


习 是 


1. 证 明定 理 2 的 系 。 

2， 设 f35 全 1 tt 亿 人 TT》 是 可 分 下 载 ， 证 其 儿 乎 所有 的 样本 请 数 对 一 切 
f 所 了 有 和 有 穷 的 左右 航 腿 ， 且 或 者 一 Xr 战 者 xt = 2 

5， 设 42 邓 s 二 所 了 上 是 依 概 末 右 连 色 的 下 蒜 . 证 明 {* 让 存在 媒 正 ， 它 
鲁 思 道 右 连 纺 且 几乎 所 在 的 样本 函数 硅 极 限 在 福 . 

4. 设 了 为 可 积 随 机 变量 ，x1 = 请 t 了 | 和 ， 空 0， 试问 ix tt 守 0} 


僻 时 能 有 而 连续 修正 过 程 ? 
*5. 设 对 每 一 个 afYP， 区 是 在 连续 非 催 上 加， 且 对 几乎 一 切 
m， 育 


对 任意 f， Xx 的 ty。 
如 巢 对 俭 一 个 #4，*1 可 积 ， 那 么 {x4, 分 小 基 右 连 总 工 豆 。 
6。 设 ixt} 为 右 连 续 鞭 或 韭 负 下 蔷 ; ， 令 P 志 1， 如 昭 


sup 五 jc 
1= 0 


《ii 4%} 一 至 可 积 
人) 存在 甸 =< 可 测 且 可 积 的 x<， 当 “一 co 时 
EE Ko Be 且 ElXi -XO 世 中 


?， 设 {小 是 省 连续 著 。5c > 0 是 一 给 定 的 常数 ， 求 证 :对 任 一 请 站 


Pi sup 8 和 sup ee feck, 
ET 二 让 
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$5.5 Boob 使 时 定理 、Riesz 分 和解 和 
Doob-Meyer 分 解 


(一 ) poob 停 时 定 再。 吉首 荐 时 pub 各 茜 大 这 和 且 
定 久 1 称 世 (或 下 鞭 } {x:， 了 了,, 1 E 全 了) 是 右 闭 的 ， 如 存在 
和 = 可 油 且 可 积 的 随机 变量 x。， 司 对 一 切 1 和 7 了 有 
El%a| FX 《或 汪 X) (C1) 
显然 ， 负 (或 下 款 ){xs} 右 闵 的 充 要 条 性 是 存在 可 积 的 了， 对 一 
切 工 所 和 有 
ECT Fi =%, 或 六 xy 
实 睹 上 上， 只 和 需 令 Xo。 二 CYI8-) 那 么 Xx。 便 滑 足 右 闭 定 义 的 
要 求 。 
当 个 离散 时 ， 若 {x} 满足 35.3 中 定理 2 的 条 人 忻 ， 则 {x 右 
闭 。 当 了 连续 时 ， 若 1x+ 满足 85.4 定 理 5 的 条 和 人 性 则 {xj 右 闲 ， 如 
x+ 右 闲 和 且 工 是 49 停 时 ， 我 们 定义 
w= TD)=00, (2) 
这 样 ，x; 对 一 切 驯 都 有 定 尽 。 如 果 { 必 + 还 右 连 续 ,， 那 公关 是 随 
机 变数 ， 
在 $ 4. 一 》 中 已 证 明 ， 如 {8;) 右 连 续 ，7, 是 {8j 停 时 且 
Ts TT， 则 是 {9 和 停 时 ， 瑟 


oo 


和 = 门 i (C3) 


=1 
下 而 我 们 先 证 明 离 散 参 数 时 的 Dooh 停 时 定理 。 然 后 证 明 连 
续 参 数 的 情形 。 它 们 是 研究 识 沦 的 蛋 要 工具 ， 
定理 1 设 {x,， 了 Fo。 nn 室 0} 是 有 了 闭 车 《或 右 闭 下 拷 ;)，o， 
T 均 为 {FD 停 时 且 G 和 +， 则 
C1) x Xe 都 可 积 ， 目 (xX) 二 (或 这 ); 
Ci ECX 二 X 尺 碟 这 xX 
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证 衣 ”对 任意 Borel 儿 P 及 >> 0 有 
EN TE UD (aEN NG = EF,, 
有 = 


因此 x 全 ,， 同 理 x, 匡 .。。 
《一 ) {x 是 右 闭 拷 的 情形 . 
由 《17 及 条 件 期 望 的 福 质 ， 有 


,teiP ldo)= Ds, Pde) 


<D fp dn) Elel<e, C4) 


从 而 *. 可 积 ， 同 理 x, 可 积 ， 
对 任 AEE.F,， 电 (1) 有 


I xd 一 ju = 证 》 x Pld) 


5 
= 2) d=, x Pldom}y, (C5) 


换言之 ，FECx 2 一 x,， 问 刘 放 (oi,) 二 x。。 故 ( i ) 得 证 ， 
往 下 证 《和 ?内 《1 以, 己 证 得 
BlxdF = ECE(X NF NF I= Fx),) = x,. 
《二 ) {xw} 是 右 闭 下 蔷 的 情形 
分 解 x, 为 
Xa = EEX NP) ys OCH oo, (C8) 

其 中 9 二 户 (x | 一 x。。 易 订 fy 01 是 非 负 上 误 
且 =(xl.) 一 x 一 0， 因 加 非 负 ， 故 EE(019,)= 0 之 
Yr 0 这 说 了 朋 4y,} 还 基 右 闭 的 ， 

记 m= 7 守 0， 则 {m,n 守 0) 是 右 闭 
款 。 故 据 上 面 〈 一 ) 所 证 , tr。} 清 足 《i)》 和 (ii), 因此， 如 果 
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我 们 能 证 {ys，F。，f 宇 昌 ) 也 油 足 相应 的 C1) 和 《io 列 册 
8) 式 即 可 证 明定 型 成 江 。 
与 x, 一样 ， 易 知 % 是 .可 淹 的 ,了 叉 因 Y= a.e8.， 





故 y= yd = Ym 五 .8， (7) 
Ey. 一 站 lim TY cns BE Ti Nns 
如 oo 上 a] 


由 Fatou 引 理 ， 上 式 
< lim Eans ‘ 8) 


交 0 及 Tt 和信 1 是 有 界 停 时 ，.0 入 TA 八 n。 上 由 $5.2 定 理 1 知 
L8) 式 右 方 不 大 于 yo 从 面 0 委 此 < 二 ee。 显然 0 = 
五 ( 刀 | 天 JS ， 覆 《i) 威 六 ,下 让 (yw) 满足 (ii), 令 
Th 二 =0, 1, 2, *", 
则 1，G4 都 是 有 界 停 时 ， 卫 0 所 任 取 4 和 so 由 于 4 人 N 
(所 及 JE。， 由 85.2 定 理 1， 我 们 有 
{ape jan) de), ¢ 9) 
但 (TC(oORh) 双 yo 这 0 2.6.， 所 以 


a d 
fo Pd) < | ei wy), (10) 


注意 在 《T 委 有 ) 上 TY 一 To 在 (0 所 hh;) 上 9 =0w 于 是 赴 
(10) 得 


EC yde), 
柱 上 式 中 令 电 一 oo 得 
J cr Tan) | (Co oo 
注意 到 y= 一 0 &.e.,,; 由 (11) 有 
fy Pa | ,ysPeae), 


换言之 ， 记 (oyo 于 让 由 《6 ) 


) ed dD), {11) 
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Elx|F N= EXIF Ev Fn Yo Ns, 


定理 证 毕 ， 
定理 2 


设 {x,， -9 
4 让 有 连续 ， 则 对 任意 {8 小修 时 0，t， 


go 安 TT 有 


(i) se xx 可 积 ， 
(ii) ECL Xo 【或 一 xj 


证 明 浚 x 为 《1) 中 的 可 积 随机 变量 旦 (x+ 是 下 款 ， 











t 半 0 为 右 连 续 右 闭 下 蒜 i 成 靳 ) 且 


(12) 


第 一 步 ” 证 明 x 和 x. 分 别 为 宁 , 和 宛 . 可 测 。 为 此 ， 对 每 一 
上 #0 ， 定 义 
- 训 ， 如 -二 一 艺 o(@)<< 志 -， 
oo) = k=1, 2, 3, 0., 
\ oO 如 (CB) 二 00, 
下 | 本 
22 ， 如 2 TD) 直 
Ta WW)=4 =, 2 3, 
| DO, 刘 T( 台 ) 一 ec。 


oA DIETAV) Bo oo, Ty tT, 
对 国定 的 #，{x ， 灾 ， 六 六 01 是 右 财 下载， 日 co Ts 


2 2 


都 是 {8 。 ， 玉 3 0) 停 时 ， 定 义 
名 本 


AD) 一 xf(o)， 鹿 5 拒 D) 一 cc 


于 是 xo。 此 嗓 。 可 测 的 。 册 为 《13) 及 tc 的 右 连 续 性 ， 故 对 一 


切 名 有 


lim Xo ( nm ) = Xot 7 
村 一 CD 


{13) 


(C14) 


叉 因 {让 有志 名 ， 由 (3 ) 式 可 知 x。 是 关于 [了 = 六, 可 测 ， 
R= 


坷 理 ， Xs 是 -天宇 学 。 可 调 。 


sa ， 


第 二 步 ” 江 有 央 x，Y, 可 得. 
因为 . 空 下 CF hs 所 CL oo 各 他 者 是 {了 良 RR 站 0 


Rn+t+l 的 


停 时 。 取 内 cs 空 cu， ， 故 由 定理 工 锅 


Flxo leo, E(x NF Dr 1 0, C15) 
可见 ，{x, ，.7。，+# 渤 0} 是 反 向 下 较 。 
. 由 《15) 有 
Rx. Ex n>1. (C16) 


因 0 所 0;， 再 由 定理 1 有 
F(x Fo, C17) 
由 (18) 和 (17) 有 


xo Ex 
且 Tim Ex xo — 00, (C18) 
non 
于 蚌 ， 由 35,3 定 理 4 及 (14) 知 ，x 可 积 且 
lim Elx. ~—X, 一 日。 C19) 
HH -一 DC 
局 理 可 证 x%, 可 积 且 
lim Eix,—x|= 0. {20) 
nto 


第 三 步 ”证 明 (121 式 成 立 。 
在 第 一 步 中 已 指出 ‘x 8 ， & 室 01 基 省 闭 下 寺 ， Ts 9, 邦 是 
2 


{FF } 停 时 且 ce 科 mm。 因 而 由 定理 工 知 


2 





Pl, Fx, (21) 
对 尾 一 BEF,， 因 C.F, ， 所 以 用 (21) 得 


{ x, Pldm) 入 | x Pdw), 
A - pp 
仿 4 -rceey 由 (19Y 和 (20; 得 
J Cd) J Pldo). (22) 
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些 即 『123》 起 。 

如 人 * 攻 基 革 ， 类 做 于 下 述 证 明 醋 得 所 需 颖 论 ， 我 们 把 它 廊 人 必 
习题 ， 让 读者 自己 证 明 ， 

芭 ”条 伞 与 定居 1 ，? 相间 ， 则 对 任意 {FF,， {1 全 TT} 售 时 
oo， TT 有 

Elx|F,) = Xn (或 这 XY. - (23) 
证 明 只 证 靳 的 博 沉 ， 
出 定理 1 和 3 知 ， 对 任 一 停 时 7T，w, 是 .了 可 测 。 因 


Ye =— 1 ,saX, + os (24) 
用 停 时 性 质 〈 见 4.5 瑟 题 4) 知人 《TT 之 9)EE.Fon: 守 扩 , 因 比 
EC coXond Fa) = ,con , 《257 
再 由 $4.5 习题 5 有 
Ef so dF = (XN Fa) (C26) 


关 t 八 oT 克 由 定理 1 和 2 有 
ECX NF An) XAny 
故 5826) 式 右 方 为 
{sone (27) 
靖 合 【25 和 (277 由 (24) 得 
E(x IF eisXsa tT mon Kine 
引 理 得 证 ， 
(二) Riesz 分 解 和 Doob-Meyer 分 解 
Doob-Meyer 及 Rissz 分 解 定 理 指出 了 半 稻 与 款 的 美 系 。 它 
使 我 们 能 对 举 租 的 其 些 问 题 的 研究 花 为 对 骨 前 研究 。 甘 于 这 古 个 
定理 ， 仍 然 先 考 借 记 散 参数 的 情 撕 。 
定义 2 称 通 应 过 程 {z， 开 wp # 之 00) 为 增 过 程 ， 如 果 
满足 ee Ea . 
(i) 0 2 
(1) Fa<oo RO. 
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fi 2 十 了 可 谢 2 蒂 0。 
由 定 © 交 可 知 ， 增 过 程 是 括 负 的 ，。 和 二 lim m 一 za 存在 。 人 可 能 


取 c， 容 易 看 出 ，z=. 可 积 的 充 要 条 和 任 为 lim Eso0, 因 (Ci) 


”这 条 件 等 价 于 全， = 交 0) 一 争 可 积 〈 见 附 (二) 定理 3), 由 
定义 还 可 知 间 然 增 过程 必 是 下 款 ， 
定理 3 (Doob 分 解 定 理 ; 任 一 下 烧 1x.，. 了 Fs # 守 0) 可 堆 
一 地 {在 随机 等 价 意义 下 ) 分 解 为 
Xn st Zs 2 0 » L228. 
: 中 Deb eyer 全) 
其 中 Ce 村 为 鸭 ，tz。 小 是 自然 红 过 程 。 Te 
在 二 半生 有， 页 名 + 


zo 二 中 , 
° * 站 有 中 
这 | 一 ECX) — x,, (fr 和 





Mn = rt ， 
有 Ory 人 和 入- 全 
1 
Se 2 CROXHF ,I 一 Xe。 【29 : 
Ff 
易 知 ， Zs 是 .多 -1 可 测 。 由 下 园 注 
ECRdF 0) — Xi 
元 zn 守 0 且 
Zn41 一 2 十 ElxXo FF ,)-— Xn 2 u BB ， 中 + {307 
由 (29) 式 有 
由 
OSEz= 2 (Exr—Err)<o, 
二 二 1 
可 和 4ew 了 是 自然 增 过 鹅 ， 定 立 
Wo 一 5 一 Zo B20, {31) 
则 {s,s 了 是 鞭 ， 实际 上 ， Vn 是 多 ， 本 测 H Ey < 人 oo, 于 
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全 
EC(ylF EExd )— DP) {ECECENF I~ 
=| 
11 
Exige )} = E(x Fo)— PD) CE(CXAF a4) Ne — 
是 三 


FUR Fs ) Nas Ne — Zi = Nee 


下 证 分 解 式 ‘28) 是 崔 一 的 。 设 另 有 分 解 式 


X= 9 二 2 


则 得 
Je 一 N= 24 — Zn (32) 
因 {y. 一 yo， 了 FF 是 车， 又 因 《32), yo 一 只 是,-, 可 测 ， 则 
i ae nz21， 


从 而 由 2 一 2 六 得 
Ja 一 24 一 人 a.6., 

故 册 032) ys 二 BE 2 一 和 0。 

如 时 {xs， 了 FF 引 是 上 持 ， 关 {一 xs， 妆 十 是 下载， 应 用 Doob- 
Meyer 分 解 定 再 ， 即 可 把 1 分 艇 成 

Xo Ya Hs (33) 

其 中 135， 了 小 是 身 ， (人 ze，.9, 是 自然 增 过 程 。 

系 1 医 {o . 小 是 下 南 ， 如 sup 请 IX 之 oo 【或 1 一致 


六 不明 
可 积 )， 则 Loob-Mey er 分 和 解 定理 中 的 {yn} 和 | {ze} 也 有 sup 


人 


Fv ooo, SsUD 20s 【或 人。 42 一 青 可 舱 )。 
nn 


证 明 由 {28), 注意 {ys} 足 持 ， 得 
Ez EFE xsl— Ey. = lx — Ey, 
因 z.s 之 0 ， 故 当 sup 五 jxw<ee 时 ，sup 瑟 加 之 co。 同 理 ， 出 


Ny Ei 
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Elysl Flx,lt bz, 《343 
即 知 Sn Ely eo, 


加 {zw} 一 致 可 积 ， 由 附录 〔 一 ) 定理 1， Stan 局 coo。 从 而 
sp zs 之 co， 如 同 前 述 ， 由 {zw 是 增 过 程 及 附录 (二 ) 定理 2 知 


他 一 臻 可 积 ， 因 而 由 (34) 1y 也 一 致 可 积 ， 
定义 3 称 非 负 上 灶 tx 和。 关 0 为 一 位 势 。 如 采 
Tim Fxa= 0. (35) 


Ho 


注意 ”如 {xw} 是 位 势 ， 因 sup jw 二 cn， 由 $5.3 定 理 1 
和 
知 ， 存 在 jim zw 二 xX。 ae .其 中 上 wx <ce。 介 由 (35)、 太志 
HO0 


iim 天 xno 一 0， 可 见 x 一 0，a .6,， 从 而 ， 如 {x 是 位 势 ， 


那么 ， 由 附录 (二 ) 定理 2 和 {x% 一 致 可 积 . 
系 设 4xwy 让 是 位 执 ， 出 入 全 自然 增 这 程 zo ,洋人 ， 使 


Xo— P(EZ Fs) 2 {36) 
其 中 2 二 lin zn, 
证 明 ” 因 { 一 x,} 基 下 莉 ， 故 由 Doob~Meyer 分 解 ， 可 将 {x。? 


表 成 
Xn 一 yo 一 2 
其 中 {y。， 多 -是 款 ,{z。。 .是 自然 增 过 程 。 今 还 
Sr P(E NF 
因 和 委 2 一 加 一 ww 折 以 
Ez LE yo= By 


故 im Ez,<oo. 于 是 各 中 一致 可 积 且 A2<eo， 又 {x 中 是 信 


势 。 因 此 一 致 可 积 。 从 而 {3 一 致 可 积 。 于 是 由 5.3 定 开 2 ,在 
在 申 识 的 vx。， 使 
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tim = Ys EY ) = Yn 


no 
但 
d= fim = lm Cyr—2) NE Re,, 
站 二 -0 三 
碘 一 2 .ee. 从 而 


yo 一 五 { 之 Fa), ， 
如 对 上 款 {xa} 附 如 条 件 ( 见 137) 式 )， 则 利用 Doob-Meyer 
分 解 可 得 到 ， 
定理 4 (Riesz 分 和解) 设 i，. 了 5， 这 ) 为 上 拷 ， 则 当 且 
仅 当 


lim Fx > oo (37) 
有 时， 刀 中 可 唯一 地 【在 随机 等 价 总 交 下 )》 分 解 为 
Xn = Yo 二 Bs {98) 


其 中 {yy 下 为 各 ， {ny 到 中 是 位 势 。 
证 明 必要 性 .由 (38), xn 二 Eys 二 到 z= 一 忆 y1 十 zr， 鼓 
由 《35》 知 lim EX,>> 一 00。 


Lr es 
充分 性 。 设 (37) 成 立 ， 由 Doob~Meyer 分 解 定理 
Xe 一 32 一 zt 站 2 0， C39) 
其 中 {y5 到 小 是 鞭 , (2;， 拓 二 是 自然 增 过 程 。 由 
Eea=FEy— Bx=Ey— Fx,<Ey— lim Ex, 


oo 


及 (37) 知 ， sup 2; 之 co， 放 由 $5.3 定理 1， 存 在 了 可 测 
且 可 积 的 区 ， 使 


lim 2 一 22 a,.e, 
本 


令 
3 一 3 一 五 (2z2| PF,), an— E(2L1 Fs) ~ 2s, 
由 《39) 得 


* 了 了 人 +* 





Yn 十 2s = Yh 一 2 Nn 
往 下 证 {ys， 玫 中 是 陵 ，{424， 了 小 是 位 势 。 
实际 上 。 因 {p， 史 省 及 (有 (2 区 二 都 古 蒜 ， 故 (my 
多 由 是 苇 ， 其 次 ， 朵 区 2， 总 玉生 2 从 而 z5 委 五 (za 和 
可 部 zo 兰 0。 又 因 
Ee Fo) = F(t Fs )— ECF ) 
而 4 是 .FF 可 测 ， 由 六 之 2 故 
El2N Fo EE (Rm Fn) B91 Hus 
即 检 ,， 了 是 上 鞠 ， 此 外 ， 当 nn 习 co 时 
Ez =Es— Fr>Ea, Es- 0, 
可 见 刀 :， 了 小 是 位 势 。 
暴 一 性 ， 设 二 fs 十 5s 是 {xX} 芍 男 一 Riesz 分 解 。 则 
VT C40) 
{34 一 fm 活 中 是 园 ， 且 由 (40) 式 ly 一 fess 十 上 加 > 
{7 -rco)。 页 由 附录 《一 ) 定理 2， {ys 一 ?小 一致 可 积 。 由 车 5,3 
定理 2 得 儿 
ya 一 rn 王八 Es, 
用 而 由 《40) 3 一 ro， sy 一 za 38.e,， 定理 证 毕 。 
定 尽 4 称 轨 道 右 连续 的 非 负 上 黄 1 和。 30 为 位 势 , 
如 果 
lim 大 Te 一 0。 C41} 


站 人 


由 定义 可 知 ， 如 fr 是 位 势 ， 则 lim ,一 0 a .e ., 这 是 
因为 sup Exe<Em<oo， 国 出 根据 $5.4 定理 4， 存 在 可 积 的 





+ 这 从 
Tw 使 
lim Ts 一 Te a.e,, 
to 
隆基 由 Fatou 引 理 知 , 三 Ts Tim ET 二 0, 从 而 T=0 a8.,8.， 


fc 
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定 还 5 《Riesz 分 解 ) 设 x, 六 ,1 实生 } 为 右 连 续 上 就 ， 如 
果 《 有 几 右 连 终 ， 则 当 且 仪 当 


1 or 
时 ，%; 可 唯一 地 《在 随机 等 价 意 义 下 ) 分 解 为 
Xi= Hr Ty 0 C43) 


其 中 人 y,， 了 1， 之 省 ) 汐 车 ，{T， ,1 送 0) 是 位 势 。 
证 明 必要 性 。 直 (43) 
brytEn= ryt En. 
令 1 习 co， 因 {中 是 位 势 ， 故 42》 得 证 ， 
充分 注 。 设 (42) 歹 立 ， 对 任意 1， 之 0。 令 
Ms= E(xiF,), C44) 
可 见 ， 对 任 一 国定 的 1， 衣 ,, 是 ,可 测 且 贾 积 的 ， 又 
Mo = E AEC sr | 
PXmalF ) = Ma 
故 对 几乎 所 有 的 四 ， im 好 5 存在 ， 令 
MM = lim Ms 


no 


则 ,是 天, 再 测 ， 且 


Mi= lim Ms a.e.. (45) 
H -= 
注意 对 碧 半 0， 由 于 则 1.005 各 时， 故 由 (45) 址 有 
Mi= lim Mims 有 .en Cd6) 


fo 


由 (42) 有 


lim EA4,,; = Jirry Exin > — oo, 


因此 ， 由 单调 收 伍 定理 得 


i lim El Hn = EM Me, 


nm 


*" 218 » 


ri 一 lim EM,.,= lim Eisns (47) 


灵 ElM,s—M I=EM,..— EM—>0{n =). 
办 此， 我 们 有 ， 对 1 5， 
FEM.F = EC lim 天 一 lim SRM, a 


on 


= lim F(xaalF,)—= lim Nm 


内 《46), 上 式 右 方 为 
MM. 

可 见 { 村 ,， 了 Ft 党 0} 是 招 ， 因 为 {8 有 连 总 。 克 由 35.4 定 理 
3 之 系 知 。 {MM 有 右 连 缀 修正 灿 。 仍 记 此 修正 质 汐 4184。 定 头 

mr 一 2 一 0 (48) 
由 {mF 是 位 势 。 {Tt 的 样本 函数 右 连 急 是 显然 的 。 此 外 ， 出 
C4) 敌 ， 六 1s 坊 Xo， 因而 村 Ex， 由 《48) 元。 其 次 对 任 
意 1>5， 

ElnlF,)= 五 fill 更 站 一 ECMF.,) 
EX M,= ns, 
此 外 ， 由 《47) 我 们 有 
En= lim E(x—M,a)= lim E(x we) 


Ne No 


=Fx,— lim Bxe, 
to 


从 而 ， lim En= 六。 


fo0 
故 t7)} 是 位 势 。 
叭 一 性 。 度 
wr 二 Sm 1 
为 wi 的 田 一 Riesz 分 解 ， 其 中 人 为 蒜 ， 1 让 是 位 势 。 则 


MM,—r= Ti Sy i 闻 0 和 (49) 
人 2 一 rr Fy 1 六 0} 为 娄 ， 日 .上 《49 1 知 
ElM—ri 人 En Es 0 C i -oo ), (50) 


盔 由 附录 【一 ) 定理 2 ,4 一 rn， 关 和 一 致 可 各 ， 由 85.4 定 
理 5 并 注意 〈50) 式 ， 得 到 
Mn=0 a.e, + 站 01, 

各 而 加/ 一 7，&a .8 .， 由 (49) ww 二 5， a .8 .， 定理 证 毕 。 

连续 套数 情 帝 的 Doob-Mever 分 解 是 随和 积分 不 可 缺少 的 
内 和 容 。 但 因 该 定理 的 进 明 难度 较 大 ， 为 了 证 明 它 尚 需 引 进 一 些 其 
它 新 的 构 念 ， 超 过 了 本 沁 的 范围 。 改 在 此 不 着 介绍 了 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参看 C4 3 和 和 [ 6。 

(三 ) 例 

设 一 tx 了 于 空 0}? 是 布 关 运动 且 是 标准 马 瓜 过 程 ，. 广 :一 
afxzssf) TT 是 {4 停 时 。 举 对 XR 有 ET<oo， 则 
Ex Tt)= x*H EX.— x =FT, 

证 明 由 $5.1 例 3 知 {x，.# 人 让 和 {Xi 一 1 ，# 小 关于 了 .都 
是 鞭 ， 0 所 TA 六 1 这 +， 对 洛 ，T A 信用 有 界 停 时 定理 得 


此 xi ATI=EX( 0)= Xx, (51) 
Ex ATI— EC! AT) SA, 【52 
由 (51) 和 (52) 得 
EXC(tAT)- xl=ELtAT), (63) 
因 交 轨道 是 连 妓 的 ， 故 
lim 人 TD (54) 


下 证 XC1 Ar) 的 方 收 笋 于 xfr 7?。 对 任意 s ，t 守 浊 ， 
ElxCfArTI— x(sArtT): 
Rx (tt 二 十 本 xs 


—2Ex(Ct AT)xX(s ATY, {55) 
若 1 守 8， 
EXCEANTI NX (SANT) = EASATIE (x (FEAT) ,An) 
=Ex( AT (56) 
荐 $1， 
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FetrAryxfsAnryeEart AT (57) 
由 55), 《56) 和 57) 得 
Ex ATI— xCs A T=IE x Ar) 
— Ex(s Ar). {58) 
由 (52) 上 式 右 方 为 1 区 人) 一 下 ss 人工 ]]。 
肉 了 上 -rccc， 故 
im EdxCtAT)- (ts ATHT 0. {59) 
oo 
(59) 式 说 明 当 上 ->ce 时 xfrf Ar) 均 方 收 艇 。 由 (54) 推 知 ， 
《1 六 TT) 均 方 收 襄 于 x 《Tt ), 即 


lim ExCtArT)— xtT = 0. {B60) 
由 《60) 有 
lim Ex tf AT)=E,xC TY, 61) 
ire 
由 :51) 和 和 《61》 得 证 
Fx{ T 一 区 (C682) 
由 (860) 有 
lim 下 有 xi ATY— x =E x (tT)— x C63) 


由 《63; 和 (53) 得 
Ex(t tT)— x = ET 
由 该 例 的 结果 ， 很 容易 得 到 如 下 事实 ， 


车 3<x< 方 ， HH=HM\( G， 5 ), 
| ”， 人 
Ts= 
oo， 如 上 上 集 空 。 
因 天 遍 道 是 连续 的 ， 易 证 Y 是 4 停 时 。 甩 
XCT b=CxX— boa), 
PAT a)—tb— x bb- 6), 
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Bt Cx— a hb -x). 
具体 计算 留 作 习 题 (Ere<ee， 见 86.4)。 


习 题 


1. 设 {X64 Fp tt 有 0》 是 右 连 钙 、 右 闭 贺 ， 又 { 充 日 右 连 续 ， 证 明 定理 
2 中 各 铺 论 。 

2， 漫天 =1zn si) 大 标 次 1 维 Brownian motion， 车 5 人生 
B=R\(o, b), 
inf(ts > OO, weEB), 


令 wat{ 
*o， 如 圭 集 空 ， 
求证 
Pex {rm = bb) = 2 oth 1), 
Extt) = (x — 4){b- x*), 


35， 设 1xn 入 wt 守 昌 为 下 蔷 ， 淇 是 条 性 supExX% 守 00, 记 x5w= lim Xn 
nt 


He 
a. .3 则 {xn), 940 是 下 寺 的 充 要 条 性 为 随机 序列 1x5, rn0} 一 吾 厅 积 ， 
4， 设 {x 全 so # 守 0 是 著 ，T 是 : 关 n 停 时 有 已 人 r seo) = 1 。 如 果 


EE {sup | CT An) 上 之 oe， 证 明 
区 3 


Ex(tT) = Ex 

5， 设 ?o 30 下 是 独立 同 俘 布 的 随机 变 旋 已 ye= HF， Var{y = 0 之 o0， 

令 5n = yp Yt 
xp 一 人 一 《HH+ Th，n=0， 1 2，…。 

又 流下 是 { 人 让 有 限 停 时 ， 这 里 六 as= 0 Cxoy Xn)， 斌 证， 如 ET<%， 
Ci ElXl<m, (GD Exr= 0。 

6. 设 有 甲 世 两 个 署 和 皱 ， 甲 每 各 性 入 的 检 率 均 为 1 :2 .每 防 规定 赌 工 
元 ， 假 定 各 局 赌博 是 彼此 独立 的 试用 第 4 是 求 肝 得 到 上 5 元 之 前 先 输 2 无 
的 概率 。 

7 了 7， 设 {xm 人 6 捕 演 站 } 为 非 负 上 岗 ， 证 吕 吕 可 分 解 为 


mn 二 Sm MN， 





下 证 {ym 腥 肌 下 区 9 } 为 革 ， 2, ey 0 为 帮 芒 上 鞍 , 用 Tim zn= 必 。 
Ho 
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8， 没 {Xi 玉 i 区 0} 为 剖 ， 工 是 { 奖 直 停 村 如 1 右 连 弦 ， 证 崩 
fA 于 六 0 也 是 黄 。 

9， 设 fx 鱼池 0 为 右 连 瑟 上 蒜 且 * 训 说 ， 荆 入 少 ， 其 中 
ElY ,<oo、， 及 设 r 是 {全 让 入 时 ， 志 产 Tr， 证明 如 4 到 小 右 连 纺 ， 巾 
1} 一 致 可 积 ， 

10， 设 {x 和 mo 了 其 四 为 在 连续 靳 上 且 只 = 百人 (六 [ 充 六 8， 6.。 证 明 对 
督 一 {9 让 停 时 +r， 有 

= 

11， 设 于 9 代数 流 { 久 小 省 连续 ，Y 为 一 可 积 随机 变量 , 0 相 " 为 {多 小 

停 时 ， 证 明 
E{E{Y|I9golFo} = E{EC(Y PNG = EE (VIF , 

如。 设 {xn st 这 0} 为 右 连 续 揪 ， 以 Sa 起 示 满 足 二 的 1 区 小 停 时 
1 的 全 体 ， 则 对 任意 0 艺 6 二 ww， {Xr rr 色 9d 一 残 可 积 。 

15， 设 {ze 科 基 0 为 右 连 续 蒜 ，!{ 人 中 右 连续 , 百 ={rtt 是 { 全 小 
停 时 ， 且 王 二 co = 41} 试 汪 如 iXif 一 致 可 各， 则 {xr tt 所 号 /也 一 数 
可 积 。 
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$6.1 定义 及 例子 


定义 1 称 实 值 随机 过 程 习 = 《xy ro 为 平稳 独立 增 量 过 程 ， 
如 果 下 列 条 件 满 足 ， 

《i) 它 是 独立 增 量 过 程 。 册 对 任 意 和 直人 
和 

《ii) 对 任意 1 ，85 六 和 XT 一 和 一 各 同 分 布 。 

在 第 四 章 $ 2 中 已 经 证 明 独 立 增 荐 过 程 是 马 氏 过 程 。 本 节 将 
进一步 讨论 平稳 独立 增 量 过 程 与 时 空 齐 次 马 氏 过 程 的 关系 。 

定义 2 称 实 值 随机 过 程 7 一人 小 e* 是 时 空 齐 次 的 乌 氏 过 
程 ， 如 果 它 是 齐 次 马 氏 过 程 且 其 转移 函数 已 (L， 荆 ， 工 )。， 上 阅 
0，X*EEFCR) E(B.) 还 满足 ， 

对 任意 x,。、 * 所 玉 ， 1 沁 0 及 T 安 多 有 


PEf, Kt x, T+x)=P(t, x, DY, C1) 
设置 二 (xi ,so 是 平稳 独立 增 量 过 程 ， 令 
Pit, %, T= P(t x EC) (2) 


引 理 1 由 (2) 定 灼 PC1，x，1)，* 守 0， {所 
玉 ，1 铂 贸 蚌 齐 次 转移 诡 数 且 满 足 (1)， 

证 明 只 和 需 逐 一 验证 $4.3 中 条 件 (a 一 tb),。 由 《?} 式 
易 知 对 图 定 的 1，x，P(ti，x, TT) 是 (上 ， 多 ) 工 的 概率 
测度 且 PC0，%，) 一 1 x)。 凤 条 件 (&) 与 (5c) 成立。 
下 让 对 固定 的 ,本 它 美 守 * 是 .多 可 测 隧 数 。 为 此 先 考 虚 [= 
(一 oo， 7 ， 则 

下 (人 
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其 中 下 5， ) 宕 示 X*, 一 x 的 分 布施 数 。 册 (3 ) 可 见 它 晤 x 的 夫 可 
调 莲 激 ， 再 利用 -~- 系 方法 可 和 扼 对 一 般 的 T 鱼 才 该 铸 论 坦 正确， 此 
即 证 明了 条 件 <b ) 成 立 。 拱 所， 验证 C-K 方程 满足 。 和 由 【2) 
Plst+{t,. x, T=P'(x ,x,t x)ET) 
= {I(x —ir Fx No x YETY, 
因 天 是 平稳 独立 增 量 过 程 ，x 一 2 与 % 一 Xo 十 x 独立 且 有 x%,, 一 
和 与 X 一 xo 同 分 布 。 因 而 ( 3 ) 式 石 方 为 


人 P(x xot xEdv I PY, — KoEdy:) 
Cy + yo} 


= 人。 Pr Xdy.) | Plxs~ WEdys) 


{yo ~ yi 


={ ,P(t, TT, dyIP(s, Ys T), 


此 即 条 件 《d) 成立 。 因 此， 由 2?) 式 定义 的 函数 是 齐 次 转移 
函数 。 再 由 《2 ) 易 得 ， 对 杆 恋 x，xi 王 EE 有 
Pit, Xxxo T+xe) = P(x,t 7 + 二 x5) 
= P(x 一 XK ED) 
=P(1, x, PY, 
即 《 1) 式 满 中 ， 

定理 1 设 玉 = {%} ,sw 是 平稳 独立 增 量 过 程 ， 则 事实 上 它 
是 一 个 时 空 齐 次 的 马 氏 过 程 ， 其 转移 晒 数 由 (2 定义 。 

证 明 前面 已 经 说 明 它 是 一 个 马 氏 过 程 。 为 证 它 前 时 空 齐 次 
性 ， 只 需 证 明 它 其 有 由 〈21) 式 定义 的 转移 半 群 。 即 对 任意 上 
0 TE. 

PlxastETIx) = Ph, x 下 ) a.e,, {4) 
其 中 户 ( 记 ，x,，T) 由 《2) 给 出 。 
对 任意 .4 后. 多 有 
PixmsEP, XE AN= PNE A, rt Xs — KET) 


* D2H = 


= 用 PlxEdx)P (x — KEEdx,) 


EAL=| 
Xl + Xo 


=|, LlxEdx,) {onP nmzrt wddx,) 
-| .。。 PlhR, x, T)P(xEdY) 


-{ ， PCh, yy TPado), 


此 即 证 明了 《4 ) 式 ， 

下 而 证 明定 理 1 之 逆 。 设 1 是 时 空 齐 次 马 氏 过 程 ， P(t， 
X10，x 世 记 ， EC 甸 是 它 的 转 穆 了 薄 数 。 

记 TAN=PEs, 0, A), ss 之 0, AEB, (65) 


-Y 0 {Ty 1 3}, 5s>0, C6) 

1 的 分 布 为 LC ), 
和 (一 sxprr (dz), (7) 
fu )= Be [exp"pcdz), (8) 


其 中 # 后 五 ， 是 虚数 单位 . 
引 理 2 对 # 忆 EE 及 s 守 0，1 >0， 有 
Etexp von iH) a.e., 《97> 
证 明 五 texpc era 一 exXP 本 1expimetdTey。 
因此 ，《 9 ) 式 等 价 于 
Etiexp” MM) ~—exp”ifn) 4,.e., {10) 
对 任 一 有 界 多 可 测 函 数 上 有 
Fiexp ”mr ff (nN) 


—ffexp™: f (C(x) PNMEdx,, TEdx:) 


= {fexp™: read Pos, x dn) 


» 2 « Ey 六 2 


= 人 pro f Cx Hd) Cdxs) 


= | exp™s a (ds) [exp fF Cx)h(dxs) 
i HIF {exp’ CT 
特别 地 ， 在 上 式 中 取 f=1r，T 忆 多， 得 到 
Etexp re) fa) Etexp' dr)}. 
此 即 证 明了 (10)》 式 ， 
系 对 任意 5，1 半 0， 及 4# 它 上 有 
Fe vt ) ov wu ), {11) 
证 明 将 (9) 式 两 边 取 期 望 即 可 得 , 
定理 2 设 站 = 《neao 是 时 空 齐 次 马 氏 过程。 则 它 是 平稳 外 
站 增 量 过 程 。 
证 明 对 任意 0 扫 和 < 二 < 1 及 本 下 下 ， 下 二 
0，1， 十 1。 的 定 m., 一 4。 我 们 有 
及 十 二 ' 
21 :| i > a mm)| Ea 
R= 人 0 


总 
exp | i 2 ut Tm "| EE {exp rl ti ee | ny, 
只 = 及 
(12) 
由 引 理 2 ， 有 
E {exp ntl Veh | 人 = Mo) 已 ，B 
《12) 式 两 迪 取 期 望 得 
『 H+1 
Eexp| i >» oem 
k=-0 


Li 


Eexp| i 2) HT 一 me i un), 
8 
(C13) 
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济 用 归纳 法 可 得 上 式 右 方 为 
n+ + 


hilo) | ,ee {14) 
R= 


C12) 和 (2) 起 表 久 TT 一 06， Ww 一 和 4, 蚌 相互 独 
立 的 ， 
再 由 (11) 可 见 ， 对 任意 s、+{ 守 0 mr 一 下 与 全 一 市 则 分 布 。 
故 命 题 证 毕 。 

桑 ” 时 空 齐 隐 马 民 过 程 是 Feller 过 程 ， 

证 明 。” 即 双 证 其 转移 函数 是 Feller 的 。 设 了 是 任 一 有 界 连续 
责 数 ， 由 时空 齐 次 性 有 

TCO) Cs) PO, x, dy) 


={ f+ ydy). 


利用 控制 收 化 定理 及 f 的 连 针 性 易 得 7,f( x) 是 x 的 有 界 连 
续 泗 数 。 
在 $4-2 中 我 们 给 出 了 Wiener 过 程 和 Poisson 过程 的 定 尽 , 易 
名 这 曾 类 过 程 均 是 平稳 独立 冀 访 过 程 . 在 84.3 中 还 定 光 了 人 lener 
转移 函数 和 Poisson 转移 函数 并 指出 初始 为 0 的 Poisson 过 程 和 
初始 为 零 的 Wiernsr 过 程 分 别 是 具有 Poisson 转 物 晒 数 和 Wiener 
转移 苑 数 的 齐 次 召 氏 过 程 。 本 和 节 定 理 1 渤 一 步 指出 无 论 初 始 状态 
如 何 ， 这 两 类 过 程 均 是 时 空间 次 的 马 氏 过 程 。 此 外 ， 对 称 稳定 过 
程 (Symmetric Stable Processes) 也 是 一 类 重要 的 储 稳 独立 增 
量 过 笠 。 所 请 对 称 稳定 过 程 是 指 其 增 时 x 一 x 的 特征 除数 为 
一 er < 
事实 上 ， 当 5 = 二 2 时 ， 它 是 Wiener 过 程 《 关 于 e”'" 基 概 率 分 布 
这 数 的 特征 消 数 的 证 明 可 参看 [ 8 ) 定 理 6.5.4)， 
笛 于 本 章 是 斌 究 平 稳 独 立 增 量 过 程 ， 因 而 若 不 特别 声明 ， 以 
后 就 简称 平稳 独 江 滴 基 过程 为 独立 增 基 过 程 。 
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习 题 
于 ， 区 人 表示 Lebecque 测 罕 ， 对 他 意 有 4 寅 和 1 产 0， 记 mPr(A) = 
mtdw Pp (1 x，A)。 求 证 对 时 空 齐 次 马 氏 过 得 有 
mpr= 要，1 完 0， 
此 即 表 示 m 是 半 群 {P} 的 一 个 o 有 穷 不 变 油 庚 。 设 {Pi} 是 人 Wiener 竺 移 半 群 ， 
求证 它 的 任何 一 个 =-- 有 有 穷 不 变 测度“ 询 有 具有 上 =cm 的 形式 ， 上 并 中 6 是 一 
个 正常 数 。 
2， 设 是 时 空间 次 马 氏 过 程 且 是 标准 移 ， 则 对 任 一 * 坪 EE， 美 于 P。 
它 是 平稳 独立 增 景 过 保 。 
5， 设 天 是 独立 增 量 过 程 ， 了 足 fY 二 和 停 时 (hrm afae sstrh 上 且 
已 (T 之 oo) = L。 求 证 过 程 yr= xsrrr xr 与 5 代数-.Yr 和 独立 ( 二 轨道 是 右 连 
纺 的 )。 人 
沪 进 笠 
$36.2 独立 增 量 过 程 的 性 质 
本 节 假 庶 过 程 世 作为 齐 次 马 氏 过 程 是 标准 的 ， 且 对 每 一 个 衬 
全 已 ， 关 于 忆 - 它 是 右 随机 连续 的 。 在 这 些 条 件 下 ， 着 重 斌 究 它 的 
轨道 性 质 。 
定理 1 设 独立 增 量 过 程 卫 对 每 一 个 x 垂 到， 关于 局 :是 右 证 
机 连续 的 ， 则 对 任 一 有 界 连续 画 数 了 及 xx 荆 巨 ， 有 


lm Tf TA) fC#), (1) 
证 明 由 8 1.2 习 题 13 知 ， 因 让 (x ) 是 连续 函数 , 放 对 任 吉 


*E 玉 ， 关 于 了 .， f(x%) 也 是 右 随机 连续 的 。 又 设 太 的 一 个 界 
是 虹 。 因 些 ， 对 任 给 = 法 0,， 有 有 


[TA ORDO— Tf = EX) — Erf( *) EE f (x)— 
f 【| 了 free -raytsey 十 起 :| fixd— ftx)i CFE FfixY mr) 
MP CH fCOXO Eien {xj — fCXIE 
Es 
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上 上 式 两 边 令 上 一 0 得 
lim IT Cx)— F(X) Ee, 
-Ot 


由 。 的 任意 性 ， 得 Hm7/( < 一 了 (xz)。 


系 Tf( x ) 关于 届 汪 连 悉 硼 数 ， 
证 明 对 任意 * 它 所 及 1 之 0， 由 《1 ) 和 控制 收 黎 定理 胆 
TF x ?一代 lim2 x Dlim To f 《 < )。 {《 2 ) 


上 式 表明 Tf(%) 关于 1 有 和 连续， 

引 理 1 对 任意 有 界 光 可 测 函 数 了 (x)，Tif( x》 关 于 (+t， 
*》 是 党 co,~; X 光 可 浏 函 数 . 

证 明 先 考 形 了 上 是 有 界 连 续 琢 数 博 形 。 

明 【《2) 式 及 前 节 定 理 2 之 系 知 ， T(x*) 关于 上 + 上 右 连续 ， 
关于 x 连续 。 令 


ba XI)= ,0, fxXY+ 


了 (YE 了 了 + (8s), {3) 
六 吉 (各 1 

易 见 ( 3 ) 式 右 方 和 式 中 每 … 项 者 是 . 客 o,%, x . 客 可 测 的 ， 因 而 gw 
后 多 rn X .多 且 美 于 《8s 、*%) 在 逐 点 收 化 意 义 下 ,lim ga( s， 


= 了 TX)， 施 TfCx) 也 其 有 相同 前 可 漠 性 、 

当 了 是 杏 界 罗 可 测 晒 数 时 ， 上 用 上述 结 论 及 附和 篇 【一 》 定理 5 
推 乔 ， 了 fx) 仍 是 . 震 -sX. 罗 可 测 的 ， 故 引 理 工 得 证 。 

柔 ”转移 辐 数 Ct，X，]) 关 于 {1 YX 是 才 rom,X. 志 
可 测 的 。 

证 明 在 引 理 1 中 到 了 x)==1.(*X) 即 得 上 述 结 论 。 

车 上 是 有 界 或 非 策 . 革 可 测 男 数 ， 由 引 理 1 ， 对 每 一 个 半日 
可 定义 一 个 邯 的 函数 ， 


= 了 231、 





Uf = {Ye Tx df (4) 


定理 2 设 f(x) 是 非 负 有 办 .多 可 测 洲 数 ， 则 在 定理 1 的 
条 人 忻 下 ， 对 六 0 及 XEE， {oUF x ), A Pe) 是 上 畦 ,其 
中 A= 9 {x 5 

证 明 


eTAUA ND 0 | eTsfl x)ds 
= fe TH ds | eT fds UAC), (8) 
上 式 表明 


GCT fC), (6) 
另 一 方面 
eT (Ux) =e FE Uf x)) 
—e "EU fw A a.e., (7) 


综合 (6) 与 (7) 得 
Ee OU OA Ee Ux) a.e 
命题 证 毕 ， 
引 理 2 车 f(x》 是 有 界 连 续 函 数 ， 则 对 任 一 0 > 0， 在 
定理 1 的 条 件 下 有 
Ci) Uf(x) 是 < 的 有 界 连续 函 孝 
(ii) lim oU°f( x )= COx)。 
征明 因 
UC)— 人 eeTf( x ab 


由 前 节 定 理 ? 之 系 知 TJf(*) 是 x* 的 连 铀 遂 数 ， 因 而 由 控制 收 敦 
定理 可 得 U"f( x ) 是 连续 函数 ， 
下 证 〈i 成 们 。 


of x)— fx oe (Tf )— FC#)) 
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S| oer) Cid 


由 《1) 及 控制 收 钱 定理 得 
limoU ft x = f (x), 


设 O 是 巨 中 任 一 有 界 开 集 ， 记 表示 吕 的 闭 包 集 ，d(x 训 ) 表 示 
点 x 与 集 石 的 距 商 。 
令 
b (2)-1~ TH TF (8) 
显然 。 中 大 五 上 的 有 界 连 续 吸 数 .。 以 se 表示 无 穷 远 点 ， 则 有 
im 中 (1 一 0。 补 定义 中 (ee 一 0 ， 峙 





0 中 (x)El C9) 
当 兰 仅 当 二 co 

中 ) 二 08 (10) 
当 且 仅 当 X 多 虽 时 

中 《xD 1。 C11) 


由 前 节 定 理 2 之 系 知 7,0( x ) 旦 吾 寺 的 有 界 连续 函数 ， 
T9Cx)= {ger) Pt, x, dy) 


-| bx ty mtdy), 


由 挤 制 收 钱 定型 得 
lim {Bx + mdy)= 0, C12) 
及 


UshC x)= {TeTid x di, 
再 由 控 制 收 敏 定理 及 (12) 得 
lim U(x)= 0, {13) 


Ee 





从 而 可 补 定 义 [ee 一 站 (14) 

由 C83, C9) 和 (C10) 筑 x)D0，，xE 乒 。 从 而 

了 中 (70 0 
因此 ， 当 县 仅 当 上 一 = 过， 
UHCxXI=0, &>0, {15) 

定义 1 称 定 必 在 评 二 UU {oe} 上 的 函 数 族 是 区 分 百 中 的 点 
的 、 闭 对 E 中 任意 两 个 不 同 的 点 XY 和 2， 闻 福 该 族 中 的 函数 辣 ， 
局 

fx 了 (CY), 

以 NN 表示 全 体 自 然 数 ， 瑟 = {Qs。，# 扬 和 N} 是 以 有 理 数 为 端点 
的 开 区 间 的 全 体 。 它 是 一 个 可 数 集 ， 

对 每 一 个 xx 后 五 ， 令 


1 dx7Y Go 1 
44x) 一 1 1 十 可 (让 1l+d(lx, Oa)’ 4161 
补 定义 





忠心) 一 [im 中 心 < ) 一 0 。 


里 
D= {hb., oCEN, ft 三 N), C17) 
故 品 是 定义 症 计 上 的 有 界 连 续 明 数 构 成 的 可 数 集 ， 
引 理 3 由 (17) 定义 的 攻 数 焦 互 是 区 分 巨 中 点 的 。 
证 明 人 先 考 虚 任 意 X，3》EE，x 计 2 的 情形 , 存在 〇 ,EE 地 ， 
使 得 x 万 56; 但 3 系 5s。。 出 《9)， 1010) 和 (11) 知 中 ,C*) 二 1 
请 ) 守 0。 由 引 理 2， 对 充分 大 的 & 写 入 


laUrba Cx) $e ECL by )), 
aU boy )— bal YY C1 —b,y)), 


因而 
a x Ea » ), 
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.从 而 


Uh, x Yb, YY), 
盖 一 方面 ， 若 x* 亡 E，》 二 吕 , 对 每 .个 aEN, rnEN, 
班 (C15) 知 ， 避 中 3) 二 0， 品 中心) 这 >0 克 U(X) 守 
UsaC » ). 
综 上 ， 得 证 马 是 区 分 中 点 的 。 
下 面 将 证 明 一 个 分 析 引 理 。 凡 goh 表示 9 与 二 的 复合 英 数 
9g{h) 9oiS 表 示 它 在 集合 5 上 的 限制 。 
Bl 理 4 设 拓 是 定义 在 妃 上 的 函数 。 5 基 所 的 一 个 程 子 集 ， 
六 是 由 《17) 定义 的 函数 集合 。 攻 对 每 一 个 9 全 号， 
90 有 lS 具有 右 极 限 各 左 极 限 ， (18) 
那么 ，h15 具有 右 和 左 极 作 《其 值 可 以 是 ce)。 
证 明 不 失 一 般 性 ， 仿 设 对 茶 个 1， |S 不 存在 有 有 板 限 ， 
绪 各 ， 存 在 如 ES， 六 会 S 且 已 上， 区 二 使 得 
f (is)}-——~* 车 一 一 -下 (C1), 
我 中 x，3 刀 EE。 由 引 理 3， 存 站 9D 使 9C*) gi»)， 
goR(t)—> gC XI gCF YCgo ts), 
这 与 (18) 未 盾 ， 从 而 合 题 得 证 【lim 有 Cy) 一 o0， 意 蝶 着 lim 


om io 








BC) = oo), 

定理 3 设 氏 是 独立 增 景 过程 。 对 任意 “全 玉 美 于 PP: 右 随机 
连 然 ， 及 5 是 [0，o0) 中 一 可 数 秽 集 。 那 必 

PAx(t。，， 吕 )|S 在 C0，coo》 中 具有 右 极 霓 和 和 太极 限 }= 1 
(对 端点 上 了 日 然 具 泛 虚 极限 。 此 外 ， 六 在 极限 可 世 居 cc), 

证 明 ” 设 DD 是 由 (17) 定义 的 孙 数 集 ， 对 5 己 DD 存 往 x，| 
全 NN， 使 

如 =U*g,, 
其 中 中 是 由 (16) 定义 的 有 界 连 红 半数 。 由 定理 2 
eC) A Ps (19) 
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赵 二 对 ， 因 此 ， 出 第 五 章节 5.4, 寿 在 Qs，PA8s)= 1 车 多 :二 13， 
那么 这 个 样本 阔 数 


1 -一 ef 《20》 
您 制 于 5 中 人 显然 当 因 子 e “去 罩 后 ， 结 论 
慎 成 立 ， 令 虽 ， = 站 ae， 形 么 总 7 二 i1, 对 EO 前 面 移 


y= 
结论 对 得 一 个 9 所 DD 成 立 ， 由 让 理 3 和 4 挫 得 x @) 限 向 于 SS 上 
具有 靖 帧 所 需 性 需 。 


定义 
lim XO) DEN,, 
wo :了 (21) 
0， 人 D0 | 
m PEs 
oy) (22) 
0 ， 加 等 总 。， 


绢 用 85.4 定 理 2 证 明 中 的 有 关 的 分 析 方 法 可 以 得 到 ,， XC。) 
利 # 民 。) 分 细 是 右 连续 具有 左 极 限 和 左 连续 具有 右 极 限 的 。 
注 1” 称 x: 在 处 的 有 极限 是 =， 这 意味 着 


lim [x = 
t+ +to 


2” XxC27) 的 如 ( 左 ) 连续 左 《 右 极限 的 情 形 包 括 取 co 
售 的 情况 . 

3” 设 庆 的 初始 分 布 是 k， 和 由 于 定理 2 对 PP 也 成 立即 人 x, 
F,。P 忆 是 上 鞠 。 因 而 易 见 定理 3 的 结论 对 已 ,也 成 立 。 从 而 可 以 
仿照 {21) 和 (22) 定义 位 办 和 全 半 前 者 的 轨道 是 右 连续 且 存 在 
左 极限 的 。 后 者 的 轨道 基 左 连续 昌 存 在 右 极 限 的 。 

定理 4 ” 设 瑟 满足 定理 3 的 条 件 ， 那 么 对 每 一 个 x 生 已 关于 
已， 人 4) 是 4d 的 一 个 修正 。 

证 明 ”由 右 贿 机 连续 性 ， 对 告 一 个 固定 的 1 ， 存 在 osG S 
可 数 稠 集 )。m yy 工 且 
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Ps (lim =X,} = | a {23) 
如 


{23) 或 成 立 是 因为 依 早 吾 收 筑 可 以 得 到 洛 基 -个子 到 的 几 平 处 
处 收 伍 。 和 但 调 定 理 3 (23) 式 中 的 极限 应 几乎 外 相等 于 及 ， 
因此 
已 :一 一 

系 1 和 若 太 关于 每 一 个 书 :. 是 哩 机 连 枯 的 ， 旭 入 也 是 它 的 一 个 
修正 。 

系 2 和 若 寺 的 万 娩 分 布 是 由 ， 风 关于 已 ， 作 人 征 拓 的 一 个 收 
正名 由 (21 下定 文 ， 绪 旦 的 集 癌 晤 "满足 已 (97 一 1) 

征明” 固 对 等 一 个 < 后 天， 法 于 已 ,过程 并 右 随机 连续 , 从 而 
推出 甘于 所, 也 基 。 红 而 定理 2，3 和 4 的 结论 关于 P, 也 成 立 ， 故 
该 命题 结论 正确 . 

前 面 的 讨论 得 到 P(X 二 x,) 二 1， 因而 

了 人 下) 一 C24) 





但 是 否 有 
PAXIEE， 对 : 切 上 之 4 一 1 (25) 

呢 ? 这 自然 是 一 个 值得 关心 的 问题 ， 因 为 如 果 “(25) 成 立 ， 沸 在 
在 修正 议 } 它 的 - 切 轨 道 右 连续 且 取 全 二 二 中 ， 久 因 其 转移 画 数 
是 Feller 的 ， 这 就 导出 了 会计 是 一 个 强 蕊 碟 过 程 。 

为 回答 该 问题 ， 需 要 下 面 这 个 直 理 . 

引 理 #4 设 ty， 了 ,， 号) 慧 一 个 非 负 上 著 ， 共 轨道 右 连 续 . 
令 
inf( 1 站 0, y = 0), 
20, 如 上 集 空 ， 
inf(1 守 0,v(®)= 0), 
» 她 工 集 室 ， 

T=T,NT,, 

出 对 几乎 -- 雪 吕 ， 在 集会 (TCD 之 cco} 上， 对 一 茹 守卫 ,，Y 人 CT 
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十 ff， 名) 二 人 有 即 
PCS{T 呈 1)=0， 对 一 切 1 字 07T<o0)= 1. 
读 引 理 的 让 明 需 要 较 多 的 知识 ， 故 不 详 述 ， 有 兴趣 的 读者 可 
参阅 C2]，§ 1.5 定 理 4， 
以 下 的 讨论 均 对 固定 x 的 ,因而 简 记 位 ?} 为 (zy ， 放 为 
定理 5 设 1X} 是 由 (21) 式 所 定义 ， 令 


infcta> 0 ， XD)=o0 式 xX 一 (中 )=00), 
pC) (C26) 
wo, 如 上 集 空 ， 
则 对 几乎 一 茹 的 w，P(@)= oo。 
证 明 分 两 段 ， 


Ci》 对 几乎 一 切 %， 在 集合 (Pl(@)<oo) 上 ，x(P+1) 
一 ceo， 对 一 切 1 之 0 成立 《P 的 可 测 性 留 做 习题 )。 
取 中 ix》 是 《8) 中 定 祥 的 有 办 连续 困 数 。 令 
Zi 一 er 中 (xy)。 (27) 
因为 UH( x》 在 主 上 连续 ， 了 又 {x 右 连 续 昌 具有 左 极限 《可 以 肥 
oo 为 值 ) 的 。 因 珊 Z: 也 是 右 连 续 上 用 具有 诺 极 眼 拘 ， 此 外， 内 (5) 
知 ， 当 仅 当 x* 一 ce 时 CCx ) 一 0 。 因 此 。 
inftf 守 0 ZO)=0 或 Z.-(m)= 0}, 
oo)=| {28) 
To, 如 上 和 集 字 。 
由 定理 2 知 ，{24，A 是 非 负 上 车， 利用 引 理 4 得 到 《i > 中 的 
结论 。 
其 次 ， 证 明 
【和 7) 对 几乎 一 切 虽 ， Po ?一 co。 
对 每 一 个 1 之 0 ， 由 转移 画 数 的 性 质 (参看 3 4.3 定义 2 ) 
得 
PimERE)= 1. (29) 
由 《 i》 的 结论 知 ， 对 几乎 一 茹 @， 在 集 台 (PC@) 之 +》 上 有 
x 人 (tm) 二 co 计 1 半 0 且 t1 亡 @ :有 理 数 集 )， 
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PlPZI)EP( 0) 0, 
PlpP<o)E > PIP<HE)=0, (30) 
1E0 
故 《i) 的 结论 成 立 。 综 上 命题 证 毕 。 
由 定理 5 立即 推出 〈25) 式 成 立 。 
§6.3 Poisson 过 程 


在 第 四 章 & 4.2 中 已 经 指出 , 参数 为 入 (> 0 ) 的 Poisson 过 程 
其 墙 量 x, 一 的 其 有 参数 为 XCL 一 ss) 的 Poisson 分 布 。 即 


Pew—s= ph) ti exp 一 《一 分 1) 


NW 


1 


了 


由 于 x%, 一 加 的 分 布 只 依 藉 于 1 一， 故 它 是 平稳 独立 增 量 过 程 。 
普 二 作为 齐 次 孔 氏 过 程 是 标准 的 ， 则 对 每 一 个 非 负 整 数 i， 甘于 
局 / 它 仍 是 一 个 具有 参数 入 的 Poisson 过 程 ， 由 以 下 1 的 推导 可 见 ， 
美 于 上 瑟 它 是 戎 机 连续 的 ， 因 而 前 节 的 各 结论 对 它 都 成 立 ， 后 面 的 
讨论 ， 关 于 局 :自然 也 对 。 

本 节 我 们 将 进一步 研究 其 样本 冰 数 的 一 些 性 质 。 并 总 假设 它 
是 可 分 的 ， 民 为 可 分 集 ， 

1 ”对 任意 实数 8， 使: 半 0，! 十 5 守 0,， 有 

Plxms 夺 Xi) = 1 — Plxma=xX)= 1 —e ee iS 
故此 和 过程 是 随机 连 急 稀 《关于 PP) 且 满 足 $1.3 {14)。 因 此， 如 
人 很 没 此 过 程 臣 可 分 的 ， 则 它 是 完全 可 分 的 ， 并 蕊 样本 两 数 以 概率 
1 在 任意 C0 ，p 区 间 中 ， 从 而 在 10 ，oo) 中 是 阶梯 通 数 ， 

EE 对 任意 0 达 5 之 +， 由 (1) 得 


mn 


Pa 一 WW Plx—x=h)=1, 
让 = 全 


PlXYry 对 名 中 一 - 切 si 了) 一 1 
' 2 站 





换言之 ， 样 本 函数 在 玉 上 以 窜 率 1 是 不 减 的 ， 由 可 分 性 知 ， 它 以 
概率 1 在 [0 ，ce) 上 不 喊 。 

芷 ”几乎 一 切 样 本 现 数 是 不 连续 的 ， 因 此 ， 几 乎 一 切 样本 郴 
数 有 断 点 ， 如 上 所 述 ， 启 者 基 跳 路 点 (参看 $1.3 中 的 定义 }。 实 
际 上 

Ptxx@) 在 C0， 引 中 连 钱 ) 二 Pltx(@)=x( 中 )) 

=0 "+ 0 C00), 
如 令 4.=Cx,Cwm】 在 C0，oo) 连续 )，44. 一 (x(wm) 在 (0，a] 
连续 )， 则 因 4 二 Asl a 过 5)， 教 


Poa)=P( 人 4 je PA) =lim ee 0。 
并 二 1 or Bon 

W ”几乎 一 切 套 本 通 数 ， 人 在 每 一 跳跃 点 的 跃 度 《 即 左右 极限 
的 差 的 绝对 以》 为 1。 实际 上， 如 人 在 C0，91 中 ， 有 一 跃 麻 大 于 
1 ， Lu 


i 十 ] ) (i ) 
x[- a x{* -a 1 (nl1), 
| 区 了 外 > 4 ) 


但 此 事件 的 概率 不 超过 


赦 丰 580，2 3 中 存在 牙 岩 大 于 ] 的 梳 凑 为 0。 然 后 利用 上 颖 中 讽 
样 方法 即 得 所 签证 ， 

V 在 任 一 固定 点 fa 关 0 上 , 儿 平 一 切 样 本 函数 都 是 连续 的 ， 
实际 上 ， 如 总 0， 

Plix(ite, mo)— Xi— EE, O00}=1—e 0 


【> 有 
Plx(e, Bl0, O01 0 
(Ee 一 >0)。 
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然后 利用 下 中 园 禅 方法 。 

注意 性 质 和 下， 立 不 十 矛盾 的 ， 第 页 岩 示 ， 存 在 %m 集 4，P 
CA)= 1 ， 对 任意 的 名 EA4， 绊 本 阔 数 x 二 XD) 不 是 1 的 连 
铝 函 数 。 而 第 V 品 示 ， 对 任意 辕 定 的 is， 存 在 @ 集 Bw PC(Bw)= 
1， 吕 会 8. 时， 样本 国 煞 xf 一 xD 力 在 册 定 点 六 是 连续 的 。 换 
言 之 ， 昌 然 几 乎 一 切 样 本 函数 都 不 是 连续 的 ， 然 而 它 的 断 点 都 是 
“流动 的 .这 避 导 出 下 列 一 般 的 慨 念 ; 

设 4z# 是 任意 的 随机 过 程 ， 六 0。 如 果 存 竹 序 列 ss 一 一 1 
使 

Pllim %, (OI)=X mI, 

就 称 忆 为 过 程 的 固定 断 点 ， 不 是 固定 断 点 的 断 点 称 为 济 动 
新 点 。 

第 下、 第 Y 可 改 述 为 ， 对 可 分 Poisson 过 程 ， 以 轿 率 1 存在 
流动 新 点 ， 坦 任何 号 ( 产 0) 都 不 是 固定 有 断 点 。 

既然 此 乎 一 切 样 本 函数 都 是 防 磋 函数， 它们 的 跳 匣 点 可 按 大 
小 排列 成 

TT 

在 任意 有 窃 区 间 中 ， 只 可 能 有 有 穷 多 个 1 的 概率 为 1。 每 一 
TA 必 吕 ) 以 概率 1 有 定义 。 由 阶梯 函数 的 和 闵 , xX CT) 等 手 % (Ti 十 
0) 或 x [Ti 一 0)， 由 于 Tt; 不 是 固定 断 点 ， 对 任 一 非 负 常 数 0, 已 
《ti 一 t 一 0， 故 不 影响 过 息 的 有 穷 维 分布 。 可 设 Y(Ti。， 中) 一 
%(Ti 十 0，m)。 经 过 这 样 修改 后 ， 此 可 分 Peissot 过程 的 几乎 - 
一 针 样 本 遂 数 邦 咕 右 连 续 的 防 饮 灌 数 ， 皮 非 信和 准 数值 ， 而 且 x* 
(CTD) 一 X(T 一 909) 二 1。 图 15 绘 册 了 一 个 上 典型 前 样本 滑 数 的 图 形 
《其 中 设 x。= 0 )。 

于 ”现在 考 寞 随机 变量 别 fx 让， 这 里 

SA w=T OI T= 0 ), 

试 证 193s( 名 站 为 独立 同 分 存 的 ， 共 癌 的 分 布 师 数 为 
* 240 ， 





全 -一 一 一 一 一 
2 全 一 
re pty 
0 Fy Ty 
Sn 
度 15 
] 一 名 如 > > 0 a 
FC}= 
> 如 ?<0。 


实际 上 ， 训 yz 蒂 0 
PStom)Ey = Px(y 的 ] 一 XU 
= 1 —e "1 
如 2 二 0， 则 因 >:(o) 非 负 ， 存 P(S,(@) 坊 y1)= 0， 

也 下 证 独立 同 分 布 。 为 了 使 记号 简单 起 见 ， 上 只 证 明 Sfo ) 与 
(1) 独 立 ， 有 相同 分 布 国 数 为 (3y)。 对 有 穷 多 个 S:0om).…， 
Se 名) 的 证 明 类 优 。 对 任意 2 >1， 如 人 三 和， 如 20， 有 

PS wm) Ey Sol EY) 
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了 二 1 jy ~、， 
“( Oo yy » )- *{ i 9 oh 2 }. 
根据 增 量 独立 的 假定 及 「 1)， 古 方 第 二 项 为 
攻 -1 
bY ee EN. 这， | 


一 Ls o( 3 i 和 of -3 上 】 CH ro0), 


-1 
> BLA Yn) (2 » 1 —e Ys) 
j=4 


Cl ev) ee) (no0). 
故 得 
POO, SAOIEINE es -es), 
C2) 
男 一 方面 ，( 2) 中 左 方 值 不 小 于 


nN- 


>» ee DD)=0, 


了 = 


十 I 
起 (ry 0 © )- (证 二 二 Ys o 户 1} 


yn A Th ya 
一 es 1 EE 1 一 wk 1 
了 ne (le ) 


y=0 
1 -el ee) (no), 
故 论 断 得 以 证 明 ， 


始 然 PtSi@)<co) 二 1， 豆 
PETaAt op 2 so<c- 1 
r=1 
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可 见 每 个 tm》 以 概率 1 有 穷 。 根 据 阶梯 函数 的 定义 得 


Pllim ttm)=00)= 1. 
Fic 


页 ” 由 上 已 知 ，Poisson 这 程 的 一 个 修正 是 {x} ， 它 的 样本 
盘 数 区 概 闵 1 右 连续 。 换 句 话 涪 ， 存 施 4，PLA)= 1， 对 任意 
固定 的 吕 ，s 呈 mm 工 蒂 0。 是 上 的 布 连 续 头 数 。 车 令 
XW)， 如 OE A, 


0 ， 如 @ 守 有 4。 
划 {xj} 是 其 嚼 一 个 修正 ， 它 的 一 切 轨 道 右 连续 。 
以 下 。， 将 究 王 Poisson 过 程 产生 的 实际 背景 。 
Pocoisson 过 程 是 撒 述 具有 下 列 性 质 《1 (4 ) 的 随机 于 
性 流 《简称 Poisson 流 ) 的 数 党 模型 。 
1” 无 后 效 性 ， 在 筷 不 相交 的 时 间 区 出 内 、 究 件 发 上 生 的 次 
数 是 相互 独立 的 ， 亦 即 严 格 地 说 ，1{%) 具有 独立 增 基 . 
2” 平稳 性 。 在 《4，& 十 上 ] 时 间 区 间 内 ， 发 生 上 次 事件 
的 概率 (1) 具 与 1 有 关 而 不 依赖 于 a 且 wo( 1 ) 不 恒 等 于 1 工 。 
3” 有 限 非 平凡 性 。 让 有 穷 区 间 《4 ，g 十 4 中 ， 只 出 现 
有 穷 多 个 事件 ， 即 


XD) -| 


eo 


2 wt)=1, 


k=0 
4” 疾 通 伴 ， 在 C6 ，a 十 了 了 ) 中 出 现 两 个 或 更 多 素性 的 概 
率 由 人 人 一 工 一 加 (一 2 和 关于 革 是 高 缓 无穷小 ， 即 


如 以 {*+ 表示 Poisson 流 在 0， 时间 内 发 生 的 事件 次 数 ， 
则 它 是 Peisson 过 程 。 

由 1 和 饥 习 是 独立 开 晤 ， 为 证 它 是 Poisson 过 程 ， 只 需 证 明 
条 人 诈 “1) 成 立 。 
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中 区 二 一 8 = PP {x—%) = 7 }, 出 1 "和 2 ， 


op-fG 


证 mC1)= 6， 则 of ) -av 对 任意 给 定 的 1， 决定 包 ， 


nt 





使 和 二 之 +1 必 下 -由 于 wl {1 ) 是 的 不 增 函 数 ， 有 


(oe )> od )- gn 


令 4 一 >co， 由 所 的 定义 (是 # 的 函数 )， 得 * 一 >1， 
一 Yt ， 从 而 由 上 式 得 
vf)=0 Ct>0), C3) 
其 中 0 过 8 一 of1) 生 1。 如 8 一 0， 则 oftJ)=0 对 任意 + 上 > 
0 成立 ， 由 1 "可 推 敌 以 概率 1 在 任意 有 和 穷 区 了 亲 崩 会 出 现 无 穷 多 
个 事件 ， 此 与 假设 3' 蔬 盾 ; 如 8 = 1, 则 在 任意 区 癌 内 不 出 现 事 
性 的 概率 为 1 ,此 与 2" 饿 盾 。 故 不 需要 考 感 日 一 0 或 1 的 清 况 。 
于 是 可 设 日 一 e …， 这 里 和 是 某 正 常数 。 由 《3) 得 
ze (C4) 
下 图 计算 wr( 1 )， 它 是 在 Co，o6 十 #1) 中 出 现 & 个 事件 的 概率 。 
申 23 ， 不 站 取 a=0.、 将 (040。，13 分 成 站 个 等 长 的 子 区 问 ， 
盖 上 请 。 令 4 表 事 特 ，“ 在 某 且 个 子 区 阳 肉 ， 各 愉 好 出 现 一 个 事 托 ， 
而 在 其 它 一 入 个 子 区 疗 内 不 出 更 事件 "，-42 表 事件 “至 少 有 一 
个 子 区 间 内 出 现 两 个 或 两 个 以 上 事件 ”"， 寺 是 
va t= P(AD)+T PLAd: 在 C0, +] 中 出 现 上 个 事件 )。 《5) 
既然 





kp—1 
任 


Lz] 
P CA,) -( h jex Sb rot 5 D3 


其 中 $ 二 二， 而 且 由 C4)，4 ， 当 # 一 0 因而 8 一 ->0 时 


{vot 名 YI en ete [ 1+0o { 1 7, 
CBI=Cl eol ee +o 


=Q8P C1 4 01) = OR c+ 001), 





CAD n(n—1 Ye 共 一 此 十 17 。 
POA) =e™ AD 人 


(C1401 -er OD (no), (6) 


其 次 ，(5) 中 右 方 第 二 个 概率 显然 不 到 于 Pt4,)， 既 然 在 任 一 
国定 的 于 区 疗 出 现 两 个 或 两 个 以 上 事件 的 概率 为 中 (8)， 由 4 


PCA BI=1 一 0 (nyo0), 
由 此 及 (5)，{ 6 》 得 证 C1 ) 式 ， 由 
vt )= Plxo— Xa 二 请 )=E A ， R= 1 2 


最 然 酝 一 Poisson 过 程 具有 性 质 《1 2 一 (C4)。 可 见 这 四 条 
性 质 是 Poisson 过 程 的 特性 ， 

以 上 内 容 主 要 取材 于 [1 1， 

最 后 ， 将 以 实际 例子 来 描述 Poisson 过 程 的 结构 。 

例 1 观察 来 到 某 “ 服 务 站 ”的 “顾客 流 ”。 设 卫 ,， 了 7 了。 … 为 
顾客 和 相继 到 达 有 上 服务 站 的 问 隔 上 时间。 假定 了 ,， t= 二 1，22，。，… 相 互 
独立 且 具 有 相同 的 负 指 数 分 布下 (1 》， 

Fl)=POTE 1)=1-e, >0, i120. C7) 
令 


nt 
S$,= 0， SS 一 > ey Hl1, 2 3, 
R=1 


仿 , 表 示 第 1 个 笑容 到 达 有 了 服务 站 的 时 间 。 以 x 表示 C0，。 +11 时间 内 
来 到 服务 站 的 叮 客 人 数 ， 即 
= EE, MS Si gkg=0, 1], 2 





则 可 证 {xj 是 具有 参数 和 的 Poisson 过 程 。 为 此 先 证 几 个 预备 性 
引 理 。 

引 理 1 和 是 具有 参数 为 Nt 的 Poisson 分 布 。 

证 明 实际 上 

Pix R= PT tT > 1 ), {8) 
由 于 了 ,相互 独立 到 《7 )， 训 了 十 … 十 Ty 具有 密度 函 煌 《见习 
题 1) 
/一生 ye y>0, 

故 由 《8 )》 得 


TD 
Pi ydy 


在 ， 
- 人 人; 
eh rr 
7 之 于 1 
1=0 
从 而 
，246 。 


Plw= R= P(X RR)— P(x ho—1i) 


_ ND” 
Ek! 2 《9 


任意 属 定 :5 之 0， 令 所 ,。 友 。。… 为 自 s 开始 顾客 相继 到 达 
束 务 站 的 间隔 时 间 ， 
引 理 2 此:， 六:，… 独 立 网 分 布 ， 其 分 有 基数 与 1。 的 分 布 
是 数 相 同 ， 即 
已 (了 和 和 1) 一 1 一 em。 


证 明 由 玉 , 的 定义 及 S. = 小 了,， 我们 有 
下 一 了 
三 和 村 = 13 sth}. (10) 


n= 1 
实际 上 上， 如 <Sa<s 5 十 和 之 S55， 则 第 # 个 顾客 在 ( 5 ， 8 十 人 
区 闻 肉 到达， 页 到 st。 上 友之， 如 好 <t， 山 和 三 《ss， 8 二 二 
区 向 内 有 碳 客 到 达 服 务 站 。 从 而 在 此 时 闻 上 内 必 有 基 后 一 个 顾客 


(否则 就 有 2 了 .<<co。 但 据 强大 数 定律 ， 此 事件 发 生 的 概率 


= 1 
为 0 )。 今 设 这 最 后 来 到 的 顾客 是 第 # 个 顾客 , 则 有 s Ss s 十 
S56。 故 (10) 得 证 。 因 此 


PW Et)= PD Pls CS sth<Sm). (11) 
。 择 一 工 
但 是 
Pls Ss 十 让 <) 
= Pts os + Sst Tm 3 十 二 
=- fF C0) dudv, 


3 
有 十 和 十 相 
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出 





其 中 (4 )= 了 二 "(之 0) 是 的 分 布 密 讼 欧 数 


《7) 式 )。 玫 由 (11) 得 


co 


PAW t= 9 J fo 1) 


但 = 了 中 人 二 有 


(fo, » flv ydo dn 


or 


一 2 | Hf et fa 


m= 


=- 人 2 fla ) pra 
E39 
一 | eMdy (你 一 3 十 一 汪 ) 
=1—e =F(i), {12) 


可 见 玉 ,与 全 有 相同 的 分 布 。 其 次 
ts wi [0 


to 


一 山 位 < 3 i 入 十 ts 了 了 west 
让 一 业 _ 
Taisy i Trt} + (13} 


实际 上 ， 上 式 左 方 显然 包含 右 方 。 反 之 ， 和 如 人 Vt， 玉 ts 
了 Vt， 则 在 《8，5 十 11) 区 辣 内 在 顾客 到 达 ， 因 此 在 这 区 间 
内 必 有 一 个 最 时 到达 的 顾客 , 设 这 最 旱 的 是 第 ”十 1 个 顾客 , 则 我 
们 有 Su ss < 之 Sy 护 5 十 1， 而 且 这 时 有 Wi 二 7 了 Toy， i 二 2，3， 
下 ， 帮 (13) 成 立 。 于 十 由 《13) 并 注意 7。 相 互 独立 ， 我 们 得 


PI at,, "ny Hi ) 
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pe 下 
-1 5 PS Ses th) TE FC) 


提 一 症 


民 
PW TE FO) 


二 2 
天 
= TI FCO. (14) 
了 上 一 全 
最 后 一 个 淳 式 由 (12)》 得 
在 (1 和) 中 国定 了 并 入 6 一 一 cof ?了 左 了 )， 即 知 矿 ;相互 独立 
且 有 相同 的 分 布 评 数 严 (f )。 引 理 得 证 。 
引进 2 说明， 如 果 我 们 从 某 一 时 烈 s 开始 计算 顾客 来 到 的 次 
数 ， 那 么 它 与 我 们 从 时 刻 0 开始 计算 填 一 样 的 ( 措 来 到 的 人 数 有 
相同 齐 分 布 )。 特 别 ， 我 们 由 此 得 知 *,,s 一 % 与 x 有 相同 的 分 布 。 
这 一 点 我 们 将 在 定理 1 的 证 明 中 用 到 . 
引 理 3 VY 与 x 独立。 
证 明 ”用 妇 纳 法 证 之 。 注 意 
Plx=0, We)= Ps ST +H)=e et 
et 1 eM)= Px= 0)PO st), (15) 
仿 设 对 一 切 5 六 0 ,1 六 0 成 立 
Pl%=n—1, Wh)= Plg = —1 DP ON St), 


C16) 

则 

已 (tr 一 下 于 St 一 PT 

TT TT +1) 
-J ed 
| - 

其 中 

及 一 《 Cyis Yo ts 了 


扩 十 于 和 


= * 


A EE 
因此 


Pix= nn, Hl} = 全 Nhe PT 


十 了 .< 5 一 IC 十 … 十 了 了。 5 +ti— ydy 
= {oemptrCs yD-n 1 Wi dy 


其 中 反 ? 表 未 自 5 一 9 时 刻 开始 到 第 一 个 顾 窜 来 到 的 时 间 间隔 。 
据 引 理 2，WI 与 矿 , 有 相同 的 分 布 ， 再 由 归纳 法 假定 16)， 上 式 
右 方 等 于 


PV) {Nem pss—y) rn 1}dy, 


3 _ -1 
= PCGsi 人 Me te sey? Lh ‘ < . y107 


Cri 


= POV Si)e (NY pW ) PC 和 ) 
引 理 得 证 ， 


定理 1 例 1 中 的 {x 是 Poisson 过 程 。 
证 明 分 两 步 ， 先 证 
《 1 } Mrs W’,, WW,, … 相 互 独立 . 为 此 计算 


Pix= i, MH sets 轩 二 | W fy 


一 ?| 5 Ti 3 < 
i 1 


+ 

> Ti 二 
i 1 
"yp Trt | 


由 
Tes + TI PT Eh) 
i 


-Plx= #4, Wh}y PT， 


和 二 


"25 六。 


最 后 - -等 式 是 因 所 有 了 丈 , 与 也 有 相 固 的 分 布 再 由 引 理 3， 我 
们 得 
Pix= nn, Ht =1, 2, ., k} 
， 
=Plx=n) TI POF < 
4 = 了 
过 (ii) 每 证。 
“i)》 令 证 {XH 是 Poisson 过 程 。 根 据 (9 ) 式 ，x。 具 有 参数 
为 上 的 Poisson 分 布 。 叉 由 引 理 2 wk 一 xx 具有 相 局 的 分 
布 ， 芭 得 证 《1 ) 式 成 立 。 往 下 证 明 {x 是 独立 描 量 过 程 。 
对 任意 0 和 bk, > 心 
Plxo=h Xe,—X = 


EA Ra+ 1 
-Pi hs, 2) Wht< ™ 2 


i= 1 六 到 工 


由 《1i)， 上 和 式 右 方 为 
Ra 上 + 1 
ee] > Wt CO » wl 
i=1 


f=1 
= Pixs = hk ) Pr ~ x, =h,), (C17) 
(17) 式 表 明 x, 与 x, 一 % 独立 。 

设 0 起 让 芝 吉之 < 且 过 个 量 iy Krad Ne 
相去 独立 , 往 证 一 .1 一 We, 相互 
独立 ， 其 中 1 Eth tn ten 对 任意 名字 9 二 1，,- 

Ww 十 1， 让 


已 (xz 一 已 a i 
二 z+ 1 
二 Xe Bk,, 六 WR ts —#t < 2 1 
' i=l 
B+ ka Brat pa 十 1 
>») Wi, ~ WH,, 
4 二 i1=1 
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:+ We + “Bt +1 
Dt 2 
i -1 i = 1 

一 总 Cm =k}P {Xr = Res ry Xn 一 区 一 下】} 


量 后 一 等 式 是 由 (i ) 及 上 ,与 7, 辐 分 布 耐 得。 由 归纳 法 假 没 及 
2 一 2 与 yw 局 分 布 知 上 和 式 右 方 为 


Plxe, 一 向 ) 1] Plxro™— Xi = Re) 
多 
m+ 1 


= Plxs = 有 hk,) TT Fa (FT— 0. = BO 


f=2 
可 殉 {2 是 独立 增 量 过 程 ， 
性 质 贡 和 定理 1 比较 清晰 地 刻 划 了 Poisson 过 程 的 结构 。 
例 1 中 “服务 站 ”的 合 义 是 广泛 的 ， 它 本 代表 诸如 港口 ， 篆 
村 处、 电话 局 等 等 ， 相 应 的 “顾客 ”可 代表 轮船 、 能 客 、 用 户 的 
呼唤 等 等 。 如 果 例 1 中 的 随机 变量 了 《 称 为 第 "个 顾客 的 等 待 时 
疝 ) 的 分 布 立 数 F(t ) 不 眼 定 为 指数 型 的 。 而 代 以 其 它 的 分 布 
淫 数 ， 则 所 得 的 随机 过 程 {x 称 为 (一般 池 ) 更 新 过 程 。 
它 在 可 靠 性 理论 、 排 趴 论 等 中 均 有 广泛 的 应 用 。 更 新 过 程 的 直 驱 
背景 如 下 ， 设 某 机 器 中 有 -元件 :或 零件 )， 它 在 使 用 过程 中 可 
能 发 生 故 障 ( 损 坏 )。 设 故障 发 生 的 时 间 为 一 SS < 
…。 当 发 生 故 障 时 即 换 上 新 的 同样 的 元 件 使 机 器 继 急 正常 工作 
(这 一 步 又 称 为 元 忻 的 更 新 )。5. 即 为 第 1# 次 更 新 时 间 。 元 设 更 新 
所 需 有 时间 为 零 【《 即 更 新 是 瞬时 完 成 的 )， 倒 TT, 二 Ss 一 Sw, 《从 而 
S$: 二 了 十 … 十 T.)， 它 表示 第 1 个 元 件 的 寿命 。 已 *, 表 示 [50 ,1 
时 间 内 更 新 元 忻 的 次 数 ， 负 4z} 就 是 更 新 过 程 。 一 般 情况 下 假定 
了 ww 下 一 1， 2，… 旺 独立 同 分 布 的 ， 这 就 是 说 在 开始 4 = 0 时 ， 
使 用 一 个 新 的 元 件 且 记 有 元 性 的 寿命 相同 。 如 开始 元 件 并 不 是 新 
的 (或 者 元 忻 使 用 一 段 时 间 后 才 开 始 观 察 ), 则 避 假 定 T 了 与 7 # 一 
2，3， -有 不 同 的 分 布 。 
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村 题 
1， 扩 Ti T2s -…, 7 为 独立 间 分 布 的 非 负 随 机 蛮 量 。 疡 (Tt ) =eM, 
2 0。 证 明 7F + 二 Ts 的 分 布 密度 为 
= 一. 和 一 一 ple-iy > 
(73 Ta I 1 (7 320)。 
提示 了 ;的 分 布 密度 为 82) =iemt2zn0，Ti+Ts 的 密度 函 是 
本 ty 与 自身 的 关 积 


co 
ga oo 及 TP Yo dur= A ly, 


-_ 


再 用 晤 纳 法 求 9 的 n 重 卷 积 。 
2 设 4 叶 与 1 让 为 柑 中 独立 的 Poisson 过程， 日 再 2 = 和 FYr=hat, 
试问 fs+ of 二 加} 及 fxr+ cj 其中。 为 正 整 数 ， 哪 个 过 程 是 Poissor 
过 程 ? 求 该 过 程 的 参数 。 
了， 没 天 ,ys 3as … 为 -一列 烛 互 独 立 的 随机 变量 。 其 中 不 有 参 枉 为 的 
Poisson 分 布 ，2iy 2 … 有 相同 的 在 [0。 11 上 前 交 勾 分布， 定义 


区 
Xi 三 人 了 DO 


ft = 1 . 
其 中 feown 圳 示 [ ,+t ) 的 示 怀 请 数 ， 域 证 {fn 0 实 所 1 为 Peissom 过 程 。 
-提示 对 0 =t<hc…<f=1， 有 
P xr ~ Xe .1 = Re, i 二], 2,."" 


nm 
J kr 
me 《一 ti yt 
e 用 RE rl I 1 全 
六 一 
nr 
一 ii BAA LCA) DI 
| 
i=1 
天 
其 中 眼 = > a 
t=1 


[a 
#4， 设 {x 为 宇 新 过 程 ,证 明 村 更 新 汗 数 Ex 有 Exi = ») PS 1), 
=1 
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其 中 
本 
提示 注意 xm 8 当 且 俊 当 8 二 f+， 观 


Le [= 
Exi = 2 kp(xe= Y= ») P {x YY 
R=1 太一 工 


5. 设 在 某 ~ 公 路 上 ， 汽 车 运输 流 怠 为 强度 等 于 每 分 钟 30 辆 的 Poisson 流 
《强度 即 指 参 数 和 ) 。 试 求 " 辆 汽车 (一 辆 接 一 辆 } 遥 过 观察 岗 的 硅 问 需要 铝 
于 点 秒 的 概率 。 

规 这 ”利用 题 1 ， 所 求 的 次 率 等 于 


1 


co 
cn- 2 N 
和 ， 设 好 表示 Ponisson 统 在 C0，f 3 时间 噬 闻 内 发 生 的 事件 的 个 数 。 试 求 
在 己 知 *% = 5 的 条 社 下 ， 第 rir <4) 个 事 杆 发 生 的 时间 Ts 的 分 布 密度 ， 
提示 设 fx1} 的 参数 为 和 *， 考 虑 0 三 5 之 了 ， 风 Tr 所 5 当 且 公 当 % 祈 
rr, 项 


也 
yle 2 


PITre ss m= Ho P(xBrsw = nn), 


经 计算 后 ， 可 得 T: 的 分 布 密 订 为 





中 .- SN" 
rp { ( ? ) 0 
0 ， f+t, 

?7. 设 和 中 为 例 ] 中 的 hoisson 过 程 。 任 最 直人 站 。 定 区 到 一 Sm 一 上 
Ui= sn =Try+ 瑟 。 换 音 之 , 丈 ， 者 示 自 上 开始 到 《第 一 个 ) 顾 安 来 
到 的 时 间 癌 嗓 5 更 人 10 的 沙 巾 。Ur 才 示 在 + 或 上 之 前 最 后 一 个 闫 客 到 达 有 至 
这 毁 时 间 药 长 度 { 如 [50，+ 区 间 无 顾客 来 到 则 = +)。Fr 考 示 上 之 前 最 
后 一 个 顾客 到 + 之 后 第 一 个 顾客 到 达 的 时 向 间隔 。 试 证 

《i1) PO §) =e HM, 

1 -eM ORs 

Ciy PU ‘=f 

1， 由 3 
并 求 EUe 
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人 sn Diret, 
Ci) PM st re 
8， tr 


(iv) 求 记 :的 分 布 密 舍 ， 并 水 Ti EEF nr 


提 深 (i) {Wi 5 = 

Ct 对 0 tt 有 {UU = U1 
e-aiy, 

(Ci) 对 ss 0 0<rCt 有 {Ur Wr 0 

(Civ) 先 汪 上 ;与 矿 , 织 立 ， 再 用 ( i) 和 推出 广 , 的 分 布 守 订 为 


ie 
gts)= 1 
MTT +he MM fe 3, 


limE Vr= 2 7。 


一 CD 


§6.4 Wiener 过 程 (Brown 运 动 ) 


殿 革 二 {x} 是 一 个 Wiener 过 程 。 前 面 已 指出 ， 匹 论 初 逮 状 
态 如 何 ， 它 总 是 具有 仿 iener 转移 函数 的 齐 次 马 氏 过 程 。 本 节 假 
设 它 是 标准 齐 次 马 氏 过 程 。 

对 任意 0 执 s 所 1 ， 因 和 一 % 具 有 .JrC0 ov 一 s]) 分 
布 ， 故 


D{x—a)= Ey— x ots), (1) 
下 面 将 分 段 研 究 Wiener 过 程 的 一 些 重要 性 质 。 
{一 ) 轨道 性 质 
由 《1)， 对 国定 的 1 关 0， 

im 五 |% 一 %e 人 一 dim oi—s= 0 , (2) 


故 它 是 随机 连续 的 《对 忆 ，? 了 已， 也 如 此 )。 

定理 1 谈 六 = {%} 起 Wiener 过程。 则 存在 能 正 完 一 位 ,}， 
它 的 几乎 一 切 胃 道 是 连续 的 ， 

证 明 册 $1.2 向， 存在 可 分 修士 ， 记 为 氏 = {%， 册 (1 )， 
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廊 满 足 $1.3 定理 1 的 茶 必 ， 因此 六 的 几乎 一 印 胃 道 都 是 连 
续 的 。 

事实 上 ， 若 记 4 一 {wm:X(+ ,wD ) 在 0， ceo) 上 连续 } 则 
P(AD)= 1， 定义 


xX)， 如 EE A， 
ao -| (3) 
0， 如 驯 千 由 。 


旭 基 = 4%) 的 一 切 轨 道 邦 有 连 续 的 ， 显 稚 ， 它 也 是 过 程 的 -个 修 
正 ， 由 $6.1 定理 ?2 的 系 知 它 壕 是 Feller 的 ， 丙 面 它 是 强 马 氏 
过 程 。 

虽然 可 分 Wiener 过 程 的 样本 函数 4 以 斤 府 1 连续 ， 但 它 
却 处 处 不 可 导 。 

定理 2 XX 的 儿 乎 记 奉 的 样本 站 灼 在 CO，co) 上 鞋 处 处 不 
可 导 ， 

证 明 令 

必 二 fms (1 加 ) 至 少 在 其- 一 点 1 伍 了 且 导 }， 

其 中 了 了 = 一 [0 ，co)。 

DD 二 《Or XC 名 ) 至 少 在 某 一 点 计生 CE ，f+TI) 可 导 )。 


总 然 ， 口 = 【】 DD 故 有 只 要 己 ( 丫 JJ) 一 和 即 可 得 证 PCD)= 0。 


并 一 由 
我 们 只 需 证 吨 (站 一 4， 对 万 .，n 关 1 的 证 明 相 闻 。 对 固定 的 
整数 中 人 0D， 仿 


_ HL - 一 
4 一 10Dz 芝 人 消 对 基 一 了 上 三 50， 1) lim 一 了 RR}。 
及 直 息 


易 见 DD CS 【J】 4o 故 问题 化 为 证 明 己 (4 一 0 。 任 取 忠 4 
上 =] 
则 罕 在 1 万 [17 及 和 8 庆 0， 当 0 之 下 之 8B， 有 
ixCt+h mm xt tt, Yh, (4) 
故 可 取 适 当 的 正 整 数 负 ， 对 菜 7 C1 站 各 mm) 有 
+ 256.. 


于 是 





2 1 
Sh 二 
= 38, 





”因为 


闻 
Nr Ny, 总 
i = i 
Pllxms 人 Ta) (oY 59 | 
1 0 2 
二 一 > 一 一 一 一 Sw 
| es dy 
一 Ci 


(5) 


6) 


(7) 


{9) 
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如 专 
一 《使 不 短 式 (6)， (7?Y，(8) 同时 成 立 }， 则 由 
(9) 到 增 量 的 独立 性 ， 我 们 得 
站 
PlB) SE 1 本 


1m _ Ei mm 
| 一 CC 0 ). (10) 
记 
4 
B= Hn, ps ' 


i=1 
由 0)， PB 站 PCB5D)Sorm-V3， 帮 如 联 史 一 nt, 则 
j=1 
2 PP(BoDS ec 2 so, 
nN 二 1 n=1 
因此 ， 由 Borei-Cantelli 引 球 得 知 
POlim BO 一 0。 《117 


得 是 
A:Clim BaCtim Ba lim Ba 


CD 下 -CD bt 


所 以 由 《11) 知己 (4 一 0 。 定 理 得 证 。 

系 (1) 对 9 六 090，{ 中 的 几乎 所 有 样本 函数 在 C9, 0] 上 
的 全 变 状 非 有 限 . 

这》 对 几乎 所 有 上 四 ,不 存在 区 闻 (g .pp 0 委 6 挟 间 挟 co， 
使 xf(t,o) 在 其 上 单调 . 

证 明 因为 在 [0, 6 中 有 界 变 差 或 在 (4 ,加 ) 中 单调 的 
函数 是 几乎 处 处 可 导 的 。 

关于 Wiener 过 程 梓 本 诅 数 的 另外 一 些 重要 性 质 将 放 在 习 
题 里 。 
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(二 》 几 种 塞 换 

定义 1 称 过 程 下 基 称 并 Wjener 过 程 , 隶 殿 以 未 条件 满 是 . 

1 是 Wiener 进程 且 x 一 x 是 (C0,Yit 一 5 上 | 分 
布 。 

2” 王 的 一 切 轨 道 是 连续 的 【在 于 一 0 点 在 连续 )。 

3” wo 一 0。 

设 蕊 是 标准 全 iener 过 程 ， 对 它 施 行 一 些 变 拱 ， 短 色 下 面 匈 
个 新 的 过 程 

C(I) 对 2>>0 

x 1 =oxtt/ ce) 


ixtl/t), 1 0。 
CI) af ff) 一 
0, t=0s 


(下 ) 对 有 之 0， 
Xt 1 I= x f+ wR) 
(CW) x 1)=— x 了) 
土 述 每 一 个 过 程 都 是 标准 Wiener 过 程 。 
定理 3 若 世 是 标准 Wiener 过 程 ， 则 过 程 开 ,， 攻 :大 3 
如 均 是 标准 Wiener 过 程 。 
上 先 证 支 ， 是 标准 Wiener 过 程 。 


对 任意 0 sf 念 首 一- 


ci 
st, 由 的 独立 增 量 性 得 ， bs Ki Xi wi X11 相 
互 独立。 此 即 表 明 加) KH) — Xf) es Xf) — Xt) 
相互 独立 此 让， 对 任意 5 tt， Ct) 一 x 5 j=C (xr 


xz/) 其 中 一 6，s 一 ~ 训 - 因而 它 具有 (0, eV 一 7 ) 


总 
分 布 。 但 (一 5 二 1 一 8 、 芍 wx(1) 一 x( 35) 县 有 (0. 
VV 一 3 ) 分 布 多 X(0) 二 cxt 0)=0; 且 由 了 轨道 的 连续 件 
易 见 立志 赴 ， 因 而 六 | 是 一 个 标准 Wiener 过 程 。 





则 0 SE 
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下 证 区 是 标准 Wiener 过 程 。 | 
对 任 一 1 半 0， 因 于 是 标准 好 iener 过 程 放 x, 具有 .C0， 


让 ) 分 布 。 因 而 xs( 4 ) 一 txkt' ), 其 中 六 一 二 具有 -三 (WA 生 他) 


分 布 ， 但 世 . 攻 于 即 它 具 有 .ArC0，F 分 布 。 
县 国 后 xx 一 3 入 二， 丽 





Ex sj 1)— st FAT-sAt. (12) 
对 任意 0 EHH 及 实数 Gy ry Cny 


和 = 站 = 
令 “ 首 一 -六 -地 一 of 则 上 式 右 方 为 
Dasxttny, 


因 下 是 标准 妇 iener 过 程 , 故 它 是 一 个 正 态 过 程 {习题 1 )， 央 而 
由 $2.1 的 引 理 2 知 上 式 表 示 的 随机 变数 具有 正 态 分 布 。 再 次 运 
用 此 引 理 及 oa; 和 的 性 意 性 知 ， 多 ; 是 一 个 正 柱 过 程 。 对 任意 
0 EF Hh tb, 
由 (12) 经 计 算得 
FE {w(t2) — x )} rth ) — X(t )} 一 0。 

兢 拓 ,是 一 个 独立 增 量 过 程 。 再 由 王 人 za 1 ) 一 2af 5 ?=|1 一 5| 得 
知 它 是 一 个 Wiener 过 程 。 由 定义 af(0) 一 0， 而 且 夸 的 一 切 
轨道 在 《0 ，se》 上 连续 ， 最 后 上 共 需 证 明和 ,在 + = 0 处 右 连续 。 
这 留 作 习题 。 

关于 玉 a 有 是 标准 Wiener 过 程 的 主 明 也 留 作 忆 题 ，。 

《三 ) 几 个 重要 的 分 布 

关于 过 程 天 ， 除 了 本 节 开 始 所 作假 屋外 ， 洗 补 设 一 切 轨 道 基 
连续 的 ，o 一 1。 

设 AE 多 ， 令 
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inf {tf, ff0, %E A} 
| 了 (C12) 
co， 如 上 集 室 。 

称 为首 达 4 的 时 间 。 在 8 4.4 中 ,对 .4 具有 形式 [ 9 ,o2) (或 
(一 so。 5) 已 证 明 它 是 4j 停 时 ,下 面 将 对 4 是 一 般 所 集 证 明 
该 结论 ， 

定理 4 设 4 是 闭 集 ， 则 上 面 所 定义 的 是 44 停 时 。 

证 明 置 如 一 人 多 天 dz ds1 其 中 qCx sy A)= 
infftly 一 xl 之 多 4)。 易 见 4。 是 开 集 且 首 mc 时 44。 以 已- 
表示 非 负 有 理 数 ， 那 么 有 

《TS JE 4， 对 某 些 Er0， 了 了 

一 ‘EN, 对 某 些 5 所 5[0 ,+ (13) 





一 门人 Ed 对 其 些 ? 生 [0,， 1 小 
关 
一 站 人 2 会 .4 ， 对 某 些 :SF[D TI 门 QQ Er 


{13) 式 中 最 后 一 个 等 式 的 成 立 是 由 于 A 是 开 集 且 x 的 轨道 连续 
之 故 。 至 于 第 三 个 等 号 为 何 成 衬 ， 我 们 贸 必 习 古 ， 让 读 洁 办 已 去 
证 明 。 
特别 地 ， 取 4 = ，a GE 五 得 到 to 是 {让 停 时 。 
引 理 1 对 任 一 + 半 0 及 x 蕊 F， 
(Ti 一 上) 一 0。 
证 明 ”由 轨道 连续 性 有 


{Tr 一 i )Et%,= 企 ). {14) 
帮 
P(e 一 ?已 (x 一 衬 DJ。 {wr 己 (o—%, 4 十 5)} 
CPx 
1 名 -一 
a) a (15) 


上 式 两 边 令 8 一 0 得 PtTtin 一 1) 一 0，。 
引 理 2 对 任 一 有 界 连续 机 数 了 ，7T,f(x ) 闫 于 ( 1， XX) ,1 
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320，x 筷 五 是 二 元 连续 函数 。 
证 明 
{A 2 


TA- | i fdy. 





22 


TH es ftv Fz)d. 


由 f 的 连续 性 及 控制 收敛 定理 推出 命题 结论 
引 理 3 对 任意 1 半 0，Xx 己 户 及 有 界 连 续 淫 数 二 有 
Eta ty fFOX) =E dt ts 二 Cs )}, (16) 
证 明 由 引 理 1 得 
PAT 1 ATH 1 = 0., (17) 
«三 ”表示 对 称 荐 。 以 下 简 记 Tn) 为 Ta 
对 于 1， 令 


wz 若 < 沁 ! 


2 “Te < 一 坟 ， 此 一 1 2 ny 


TA 一 
ce， 车 Te 一 co 
tr) 是 停 时 询 且 YYyroe。 我 们 有 
《Ta<c Ut < 1) (18) 


因此 ， 由 (17》 得 
Es{Tte 和 FA 外 一 五, 人 rc 主人。 (19) 
另 一 方面 
FT ff Ns) = 2 Ee | < 一 去 : -3 f(x} 
hin 
(20) 


因 ( To rs Rs 
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故 由 过 氏 性 得 《20) 可 方 为 


一】 ~- 
之 Nt a Ex) I Cw) } 


zn 


=E {rt < 1 1 Bre yf Xr )}, C22) 


殉 上 是 有 办 连续 函数 。 由 (13) 和 下 理 2，(21) 式 两 边 令 2 一 co 
得 
Et yf x) ET ty Ef(xe,)), (22) 
上 式 中 世 . 的 得 来 是 由 于 x 二 ,之 故 。 由 《17;，(19) 和 (C22) 得 
证 命题 . 
系 ”对 任 一 有 界 可 测 函 数 / 有 
ErlTo fy FOXDN = ET To )}. {23) 
证 明 由 下 理 3 及 附 箱 定理 5 得 到 【〔〈23) 式 。 
定理 5 对 侍 一 了 己 户 ， 首 这 集 13} 的 时 间 关于 (x 三 
Y ) 具有 分 布 密 度 
pl i ee I , (24) 
证 明 上 先 考虑 x< 近 的 情形 。 由 轨道 连续 作 得 
Cx y= x E(x x IMT 1 ), (25) 
因此 
Pr 
一 百人 TS 1 一 
直 《237)， 上 式 右 方 为 
Estre xs (26) 
央 对 任 一 全 0， 


(ot 
.ge 23 可 z 一 





HX Y= | 
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E(t ts Px > )) 


一 于 Per< i ». (27) 
到 此 ， 
P(t t=P(t, 1)=2P.(x> y) 
人 ]3 
_ 2 
2 让 志 an’ dz 
2 


Le 
本 2 
2 7 dz, 


令 ， 一 上 (》 导 加 ， 上 式 有 方 化 为 
oy 








-XY 
2 5 


人 Iy—xl(2ns)* /ae ds. (28) 


对 了 过 x， 类 侯 的 推导 也 可 得 (28) 式 。 此 即 得 证 命题 。 
出 比 命题 易 见 ， 对 * 圭 》 
Pl(T,<o0)= 1， 
但 
ET,y= oo, 
设 实数 g 二 5b， 人 专集 了 二 EN(a,8) 一 (一 00,00U[b, oo0)， 以 
Tt 过 示 首 达 集合 B 的 时 间 ， 妇 
in{t{1, 1 这 0， XEB}, 
coco， 如 上 集 空 ， 
车 以 .和 Teo 分 别 表示 首 达 集 (一 wo， 03 和 [b ,m0) 的 
时 间 。 则 Te Te 因此 它 古 9 停 时 。 
定理 6 存在 二 0， 使 


UP Ee's< oo0, (C29) 
xEto,b) 


人 一 


证 明 
suf Plts> tt) sup PP. {x (a, Dy} 
xE (ub) xEE(oby 
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_ 
3 | ee 《五 一 ay 


1 ~ 
= sup { ,ont dv (30) 
wt py Vv 2nt FA 2nt 


取 + 充分 大 ， 可 使 9/ 开 电 二 于， 地 所 适合 这 个 条 件 。 由 己 民 性 ， 
对 * 竺 互 和 1 芝 1 有 

Te (nt Df) = DP, {rs > nt Ye (n+1)t}, (31) 
在 集合 (tspfo) 上 ，Ty 一 nf 十 Ty 。 0m 音 YovE(as5) 因此 ,由 
马 氏 性， 

Pm (et Di) Er > Pr (rs>to) 


1 
Pt Ta ri) 


由 归纳 法 得 
Pa> (nt DI) sar. (C32) 
因此 
er 一 的 “P(tsEdz) 
1+ y ei Pmt Ta (nt 1),) 
可 三 性 


oo 
女 1 十 > ent roa 


拓 二 
选取 训 分 小 ， 使 上 级 数 收 仇 ， 入 而 得 证 命题 。 
系 对 # 守 1 及 x*EEE， (Ta) ee， 特别 士 . Prs<oo) 


ae ] 。 


证 明 先 考 虑 > G(o， 的。 由 (29》 知 ， 存 在 e 0 使 
Fen 1+ 六 和 -Errceo， 
Ri 


肢 而 对 每 一 站 六 1， 有 &x(rej <<co 特别 地 ，Pgroc<co)= 1 < 
” 265 。 


对 xX 态 (4 ,56)， 由 Ts 的 定义 知 忆 {Ts 一 0)= 1， 央 向 俞 赴 
结论 成 立 ， 
注意 到 当 % 人 EtG, 4b) 时， 由 轨 症 的 连续 性 ， 有 
Pteoea =T)} = 1, Pty = 人 T= 1., 
因而 
有 -Te 一 Te 人 Ti 1, 
转 此 可 网， 虽然 古 sr 一 ce 和 下 sr 一 co， 但 


Et NT oo, 
定理 7 对 2 过 x 之 bp 和 X 半 0 有 
Ps 《Te 让 = PP, {Ti Ta} = 二 【33 1 


Si 一) 
证 明 由 8$5.1 例 3 知 ， 对 任意 实数 c ， 
{exp' "3 ”0 A De 
是 豆 ， 以 下 记 M.( 1 )=exp “3, T=ty. 


由 Doob 有 界 信 时 定 退 知 


Mt AT), Ar Pe (34) 
也 是 著 。 由 半 轨 道 的 连续 性 得 | 
limM( 1 At) Mr). C35) 


及 
sup PMiC AT Yea, 
tb 


由 附 汪 (二)， 定 理 2， 得 EE oo 且 
lim EM AT 一 和 (外 一 


全 


因而 
EM.( T = li Ee tf A T 2 


+ 一 
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由 欣 性 ， 一 


故 EMAT)=EM,tn j=e™, 
记 
a 
faa x)— FE!e 2 | Ta< Ts}, 
议 宇 


六 200 一 五 -1e DB , tt)., 
注意 到 
PxCT) = A Tr) = 0, 
PXI EO AC LT 0., 
因而 由 (36)，(37) 和 (38} 得 
e EM = {x rt) NT) 
+ EtxiT}—by Cr 分， 
即 
ev =e fax) te sx), 
对 一 4 同样 可 得 
ee fo x) te sx), 
《40) 中 用 到 fx) 一 fat wx) 和 fas(x) ftx), 
由 (39) 和 (40) 解 得 


2 {FP 8” {hx 


fu Xx) = a 


tanry 加 攻关 = 本 ] 


各 一 上书 


ix) 一 ET 
因而 ， 由 罗 毕 大 法 则 得 
， 百 一 时 
P(t ta) 一 Bim Ferelx) 一 7 


Pen<r) 一 79 


在 (36) 与 《37》 中 ， 令 一 性 吕 得 


{36) 


C38) 


(39) 


{40) 


(41 


C42 





Ee se=f i, cp 十 广 - 识 ， en 


SBT (x—o) tshY 36—x) 


shy 2%(Cb—9) ” 
AI 
系 Pe "ye 如 ty x), 
EX = x, FT AXA), 
证 姐 贸 人 帮 习 题 ， 
习 题 


1. 设 过 程 4xj} 的 初始 佣 = 0， 则 它 是 s = 1 的 Wiener 过 程 的 充 要 
条 忻 是 ; 

Ci) + 是 正 态 过 程 

《二 ) 对 每 一 个 tf 产 0，E%= 0 且 其 协 方 差 通 数 其 fs = 上 At 

所 未 利用， 如 ( 考 , 了)》 正 态 且 EX= 0，Er= 4， 则 六 与 YY 独立 等 
价 于 二 XTY= 0。 

2. 设 12 小 是 标准 信 iener 过 程 ， 试 汪 


' ) 
PU lim 一 0)=-1， 


to 
5 证明 第 {二 } 刀 中 定 久 的 Xs 和 和 X 是 标准 Wierar 过 程 。 
.求证 定理 4# 中 的 (3) 式 成 立 . 


a Ix- Yl 
§. 对 wy， 证 明 忆 e se 20， 


6. 设 e<<x<s， 日 = 已 -fo 试用 86.4 定 理 ? 了 的 结果 证 明 
Erx{TH) 一 x Ertana= (bb -Xt 0), 
?, 设 4 是 财主， 定义 
和 区 
了 
c ， 如 上 宗 空 ， 
求证 ，T4 是 14 沾 停 时 ， 它 称 为 普 中 集 4 的 时 间 (fs 让 是 标 淮 Wiener 过 程 )。 
和 8， 设 1xd 直 是 标准 Wiener 过 程 ， 斌 证 


中 (UP = oo = Plint r= ~ m7 = 1, 
ff 党 
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提示 利 末 严 froc 和 = PP (max 和 9) ,其 中 8 汪 0 以 及 一 外 护 是 深 惟 
站 


研 iener 过 程 这 一 事实 。 册 此 及 的 结论 易 捧 出 : 
P {xf 和 EC0, 0) 无 界 } = 1， 
{对 任 一 予 六 日 ， 在 Cb ,5) 中 有 塞 点 [= 1。 
9， 证 {< 是 标准 Wienet 过 程 。 求证 ， 哮 任 一 < 疡 人， 有 
Pt max Ow)=Pt min X= 1, 
1 


和 人 
由 此 题 销 论 十 得 
Pl max J ， 对 一 茹 EE 交 上} 
用 号 
= 号 a 1 = 
门 ax 1 | 1 
中 1 bt 
以 及 


PI mino xc 0 一 切 # 关 08=1,. 
De fe 


其 而 推出 几乎 一 若 样 本 疯 数 在 区 间 t0， 1 中 事 有 零点 ,其 中 * 半 人 是 任意 
给 定 的 。 

10. 设 { 呈 是 Wiener 过 程 ， 其 一 切 轨 道 是 连续 的 ， 对 任 一 实数 6, 令 

Se{lwmy = fer 0 Xm = oy, 

试 证 ， 

(i) 对 每 一 个 ，S.(%) 是 闭 和 保生 非 有 界 ， 

《secfo) 是 Lebesgte 鹤 润 集 。 

11， 设 {x 是 标准 Wisner 过 程 ， 对 每 一 个 名， 令 


1 
zeo- | xtoyds, 


(i) 对 风 平 一 切 趾 ，2 Yo 是 有 穷 的 
{HEBZ= 0 EZ =1/3, 
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平稳 过 程 有 两 种 ， 强 平稳 过 程 与 器 平稳 过 程 。 前 者 把 平稳 性 
条 件 加 在 过 程 的 有 限 维 联合 分 布 上 上， 后 者 则 加 在 过 程 的 一 、 二 阶 
矩 上 。 本 章 着 重 讨论 弱 平 稳 过 程 及 其 钱 性 性 巴 犯 问题 

平稳 过 程 的 应 用 范围 很 广 。 尤 其 在 通讯 理论 玫 各 种 预报 问题 
里 应 用 较 多 ， 


$37.1 预备 知识 


{一 ) 的 方 收 襄 
设 已 给 定 概率 空间 (Q，8F， 记 )，x* 是 定义 在 其 上 的 复 (或 
实 ) 值 随机 变 壕 ，. x 站 一 x 六 表示 * 的 模 的 平方 ， 上 其 中 < 为 * 的 共 
钥 。 令 ' 
1 zl= Ex， 
=X: xcooy， 
则 歼 成 一 线性 空间 ， 
实际 上 , 设 <。 昌 为 任意 复 ( 实 ) 数 ，x。， 了 所. 儿 。 由 Sechwarzx 
Exyl} "< {Eixy)) Ex Ely|:< ooo, (C1) 
故 
Baxtby =Elaxt Elbyl:+ ECax)(hy)- Elax)by) 
< laxr TB oy +2CE ax Eloy| 
一 人 ;as|| ly (2) 
因 Elaxt =lerPxPoo， 到 见 ax 寺 by 己 避 |。 
齐 相 《1 中 令 3= 一 1， 即 得 
£1xl|l x ||, (C3) 
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由 《2) 得 





x + yl 二 ii， C4) 
于 是 知 

| x six -- 节目 二 下 区 | 《5 

3 lly 一 芝 有 二 二 将 用 (C6) 
由 《5)、《65》 即 得 

EA | x ->|, (7) 





定 久 1 称 %*% 扬 着 冉 方 政 使 于 XX 仁 党 ， 如 
Eixs—X| 人 { froo), 


或 等 价 地 ， 如 |]x, 一 ||-> 0 C 刀 人 并 记 为 
Ls 
lLi,mxn 二 或 Xx。 


Ly 
如 x 一 一 x， 出 在 几乎 处 处 相等 的 意义 下 ，x 法 有 叭 一 的. 
La 
这 是 因为 如 男 有 : xs 一 一 了 》， 由 (4) 
ls—ylls lx ~— Xt | my 0 Cn ee), 
所 以 关 一 了 Rr 
注意 ， 训 x%, 己 党 且 |x, 一 *l-> 0， 则 避 x 亿 喀 。 实际 上 ， 当 
# 充分 大 时， 由 (4) 
||xllse||x xl |x ee。 
上 2 
因此 ， 当 已 知 x: 己 健 的 情况 下 ， 我 们 只 需 验 证 x 一 一 x， 匆 不 上 必 
预先 去 证 明 x 写 居 . 


Ls Ls: 
利用 《本 即 可 证 册 ， 如 ze- 一 关 ， Ja 一 人 了 则 
Ls 
(oxs By)—> 0 By, 
其 中 &，8 了 为 常数 【习题 1 )。 


i: 
引 理 1 设 和 三 证 "， Ee 则 
(a) limEx,=Exy 


Ho 


(Ch) limb ixs = Ex, 
Ho 


证 明 由 (3)， 
IExo— Exls Elx,—x| 


多 lw, 一 xz 0 (nmeo), 


由 《7)， 
| | xo CR—00), 
所 己 liml|xs=lixll， 从 而 [lim 让 lx 一 吾 |xa 
on Hc 


La Ly 
下 理 2 设 xs ys 这 XA, ae- > 有 则 


tim Exnyn = Exy. 
证 明 Elxajs — Exy Eixnyn — x 
= Elxaj,,— 3) (x — x 
Ex Fm y+ E(x — iY) 
委 ||x 吕 jw 一列 十 让 xs 一 着 二 [二 | 
册 引 理 1 ， 当 站 一 co， 风 一 co 时 ， 上 式 右 方 趋 于 0 。 
如 理 3 《【〈 均 方 收 敏 准 则 )。 设 x, 生 和 效 ， 则 下 列 诸 条 件 等 价 


Ls 
(a) | 


(Cb) 存在 复数 c<、。 使 
lim Exxm— oy 
mo 
{ce) lim EX, 一 区 wm 人 一 全。 
ep 
证 明 (a) 守 (b)， 由 下 理 2 即 如 。 
Cb = c )， 因 为 
Elxs— wal = Ex 一 有 xx — Ex, Ex 
六 站] 


(5 ) 汪 Ca) 由 切 比 谢 夫 不 等 式 
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下 人 xn 一 多 ma £ )< Elxs— o> g(r, m00), 


从 而 在 在 子 列 12。,} 及 x， 使 
No es (Choo), (8) 
于 是 对 任 给 e 汪 > 0， 由 条 件 《c ) 存在 入 ， 当 ， 之 六 时 
Elxo, — Xo < Ee 
令 电 一 c0， 由 C8) 及 Fatou 引 理 ， 我 们 得 
Elx—xal :EE En >N), 
{二 ) 二 了 酚 短 过 程 
下 面 我 们 定义 二 阶 矩 过 程 及 其 均 方 连 和 污 、 导 数 和 和 积分。 我 们 
具 给 出 7.3 要 用 到 的 关于 连续 性 、 可 导 性 及 可 积 性 定理 , 更 多 的 
性 质 见 习题 。 
《EL) 均 方 术 续 
识 人 二 (一 co0，o60)，{xw 上 后 了 )》 为 定义 在 {( 们 ,下 ，P) 上 
的 复 值 随机 过 程 ， 即 
w= 十 i 三代， 
其 中 怒 # 与 名》 为 实 值 随机 过 程 。 
定义 2 称 {x:， 上 后 了 了) 为 二 阶 矩 过 程 ， 如 每 一 % 全 和， 称 


二 阶 徐 过 程 亿 在 点 坝 方 连 半 , 如 wt 1 一 TT)。 如 {x 在 
每 一 点 工 算 了 均 方 连续 ， 就 称 它 为 在 了 上 均 方 连 综 。 
定理 1 { 殉 方 连续 准则 》。 二 阶 矩 过 程 {xj} 在 = 点 均 方 
连续 当日 仅 当 其 相关 画 数 召 (s ，F )= 五 2 在 CT， ) 点 连续 ， 
证 明 设 B8(s， 1) 在 CT，T) 点 连续 ， 则 
Elxem— x = BTTh, T+HH)— BCTt+h, TY 
— Blr, Tt)+B(CT, TD) (kh-»0), 
友之， 如 人 ft 在 * 点 均 方 连续 ， 则 由 


Ls Ls 
ny KO 再 一 0 ) 


及 引 理 2 知 ， 当 产 ， hr 0 时 
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Blrtth T+h Er ni "EX.X. = BCT, TY), 
四 BCs,f) 在 (7,，T) 点 连续 。 

么 如 BC5，1) 在 一 切 (TT)》 点 上 连续 ， 则 BCs5,1) 
在 -- 划 (5，+) 点 连 钳 。 

证 趴 ”由 定理 1 《在 7 十 沟 方 连续 。 礁 对 任 登 s ,1 万 7， 
jes ), x Vt ). 于 是 岂 引 理 2， 当 5 
3， 0 一 时 。 

再 (dy 0) = Ex x rExr = Bs,1). 

例 ”参数 为 的 切 始 为 0 的 Poisson 过 程 {% 1 这 0} 是 均 方 
连续 的 .实际 上 , Exi 二 A 起 o0, EX 二 SAD TT 和 (SA 
破 B( st) 在 任 一 点 《rt) 上 连续 。 

此 例 指 出 均 方 连续 不 导 禾 过 程 的 样本 透 数 连 然 。 

(三)》 均 方 导数 

定义 4 称 二 阶 定 过程 4 在 上 一 在 点 的 方 可 导 ， 如 存在 二 
阶 算 随 机 , 变 晤 x*， 使 


lim EE NX = 0, 
让 h 


如 《dy 在 每 一 点 + 生 了 均 方 可 导 ， 就 称 它 在 7 上 南方 可 导 ， 以 后 
记 (2 在 上 点 的 导数 为 x 或 -Se 。 

为 叙述 光 方 可 导 交 准则， 定义 广义 二 栈 导数 如 下 。 称 粗 关 国 
数 BUs ,81) 在 (ss ，+ ) 点 广义 二 次 可 导 ， 如 下 面 的 极限 存在 
(有 限 ) 





Blst+h tth Bsth BOs t+th rH, 
1i 1 国史 一 - 一- 一 一 Rh 一 一 i 


定理 2 { 均 方 可 导 准 则 )， 二 阶 矩 过 程 {x) 在 1 = 二 T+ 点 均 方 
可 时 当 且 仅 汽 BC5 了 7 在 《Ts TT)》 虚 广义 二 议 可 导 ， 
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证 明 设 Btsy，1i) 在 (Tr，T) 虑 广义 二 次 可 寻 ， 则 


sse 


_ BCT+h, t+ih’ I— P(r, tth Im Birth, t+ Bt tr 
一 -二 全 ” 





人 (9) 
当 刻 ， 刀 一 0 了 时， 由 假设 ， 上 式 有 方 的 极限 在 在 。 
今 设 他 # 在 二 一 点 汐 方 可 导 ， 则 


Xess— NX, 二 EN 
二 上 2 和 了 x 


由 引 理 2 知 (9) 的 左 方 当 上 上 ，# 一 0 时 址 于 EIxs*<co， 可 见 
BC(s5,1) 在 《T，T)》 点 广义 二 次 本 导 。 
易 见 ， 邵 {2 在 Tt 点 均 方 可 导 ， 则 {x 在 7 点 娩 方 连续 ,反之 


Fr 


‘ 置 ) 艾 方 积分 

设 4 三 了} 为 二 阶 和 给 这 程 , Ex 二 0 ,BC ss, 8) 一 所 woxre 
又 设 上 (7 后 了 为 一 普通 的 复 〈 或 实 ) 值 图 数 。 下 面 我 们 定 
文 丙 种 随机 积分 ， 


fo fet daca FC) +). 


(二 ) 二 阶 矩 过 程 的 均 方 积分 
仿 设 了 =Ca ,并 令 
和 日 一 有 所有 < 一 
表示 [a，6b 的 一 个 分 割 ， AI max 《一 拉 a9。 对 此 分 宕 , 记 


[TAD DY fe) x CD) Chm), 
k=1 


其 中 wx 为 Cit 中 的 住 一 点 。 
定 认 六 当 iAl-> 0 时， 如 果 了 (A)》 均 方 下 和 雍 于 某 一 随 执 变 
量 了 上 ， 且 此 极限 与 轴 的 取 法 无 六 咕 称 了 (FDIXRTE) 站 C9， 总 
，275 ， 


上 的 方 可 积 ， 并 记 
TAOCDxtt)a (10) 
我 们 称 了 为 jztDxfr 丰 LayB5 上 的 均 方 积分 。 
如 果 日 ~=ce 时 ， 存 在 随机 变量 ， 使 
La 
?FC Ct de, 


就 定义 
= {oft) z(t Yd (11) 
定理 3 《 均 方 可 积 准则 ) 设 了 (! ) 是 Ca ,6 3 上 的 连续 阴 


数 ，x (1) 在 Ca ,56) 上 均 方 连续 ， 则 了 (41)x(t) 在 Le, 
上 均 方 可 积 ， 且 

f° ff FI Bs, 1 ydsdt 
存在 ， 

证 明 由 定理 1 及 系 知 日 (s, 1)，s，1 它 [oa, 上 45} 是 连续 
钱 数 ， 从 而 了 (ss)f(1)BCs ,1)，s，+ 刁 [04,451 是 连续 阔 
数 。 因 而 

[if fes FOB s, t Ydsdt 
存在 。 

入 

页 :一 丰 c 让 < 民 < 一 瑟 及 
AS 
为 区 间 C a，5J 上 的 任意 两 个 分 割 ， 则 


E{I(A -2 之 f Cur) fF Co) Blur, vs) 


(sur Sa Ct ti), 
其 中 了 是 [ss sx 小 中 性 一 点 ， 27 十 [is fd) 中 往 - 一 点 。 由 引 理 3 
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向，fCE)x(+t) 在 Ca. 63 上 均 方 可 积 ， 当 且 仅 当 

lim E{I(A)ICA")) 

从 全 
存在 . 由 (C3072)B(s. if) s rcra，50) 的 连续 性 知 。 
上 述 极 限 是 

f° ?#079Bs, Vasdt, (12) 
由 (12) 的 存在 得 到 f(t1)x(+t3 在 区 间 [0,563 上 是 均 方 可 
积 的 。 
由 引 理 2 及 (12) 证 得 


ff f(s YFCIIBGs, 1 Ydsdt 


| 2 
-| ff) ya|. (19) 
定理 4 设 f(f1)，9(1) 在 [a,b)】 上 连 织 ，xt+) 在 
[4 ,5j 上 均 方 连续 ， 则 
1i) 车 请 x(t)= V0， 对 - 切 !1 人 Et9 ,bj 成 半 ， 那 么 有 
Ef FC) dm {ft Ex d= 0 


(ii) Ef Kextoas f° gx 
= | | FCs G0 IBs. t Ydsdi. 
证 明 (i) 因 
Lz b 
ICA) 一 -TI=-| f CF) x(t dt, 


故 由 引 惠 2 知 ， 当 |Aj~> 0 时， 我 们 有 


E{I(AD= DD fF ONExXCGOG Ht) ET), 


k=0 
可 见 《 1 》 的 第 一 个 等 号 成 立 。 其 次 因 x: 一 上 ，。 故 得 第 二 个 
等 式 。 
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{ii) 令 


Ls 
1 2) = {90x td dao》 


于 是 当 1A 0 ，IA' 一 0 时， 出 引 理 2 姑 
E{ITIAD TUA —= FC), 
但 如 局 (12) 式 一 样 ， 当 iA 一 = 0，IA | 一 一 人 0 时 


EI(AITO DY |? f(s) a0) 
Bis, + ydsdt, 
故 Gi) 得 证 。 
关于 均 方 积分 前 其 它 性 质 见习 题 . 
(B) 苹 数 关于 正 交 增 重 过 程 的 均 方 积分 


上 面 定义 了 /4 ) x( 1 的 均 方 积分 (1) (id 


下 面 我 们 定义 (+) 关于 {x 的 均 方 积分 ?f(t dx( + ) 


定义 5 称 二 阶 害 过 程 fc， 工 乞 了) 为 正安 增 量 过 程 ， 如 对 
任意 六 所 训 委 轴 所 1 后 了 了 ，、 有 
FX — Si Ne Ki ) = D 。 【4 
以 下 我 们 假定 了 = 一 (一 ce，co)、{x + 人 三} 为 正 交 增 最 过 
程 耳 4x* 左 询 方 连续 ， 亚 即 


lim Fix:— X= 0., 
中 


我 们 注意 ， 对 每 一 正 交 闭 匡 过程 tt，1E7)》， 存 在 一 个 
[如 不 计 常 数 之 差 是 唯 - -的 【 习 棋 20) ) 革 调 不 减 的 实 值 函 数 
FC(1)，+ 弓 了 ， 使 得 对 任意 s 志 1 有 

FElx—x =F(t)— P(ts). (15) 
实际 上。 任意 周 定 + 全 7 了， 定义 


{ Fix,— xX, 二 如 t Si 
F(t )=4 
\ 


— EX ls 拓 
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出 当 机 和 5 有 于， 由 (14) 
FO FOS)=Elx—x Elx— lt 
= Ex —x)+( x xe) Flx— el 
=F x x, 
当 s 太志 1 或 ss 太志 1 时， 由 相同 的 方法 可 证 (15) 也 
成 立 。 
由 《15) 可 见 4x4 左 均 方 连续 与 CT ) 去 连续 是 等 价 的 。 
记 关 于 ( { ) 平方 可 积 的 全 体 Borel 可 测 盯 数 为 二 GE 
县 


LtdF)= {fF Ct) {of CI PIF oo0). 


下 面 我 们 对 了 ELCdF) 定义 随机 积分 ”JCY )dx( 1 )， 


先 设 (1) 为 阶梯 函数 的 情形 ， 亦 即 存 在 常数 太 ![ 一 e， 
ce 3 的 -一 分 壮 一 0 c, 使 


0, {< 

ro FS 一 1 
0 ， 1 zt。 

其 中 9; 丁 雇 是 复数 对 上 述 阶 梯 函 数 了 (1 )， 定 义 


| 


人 让 dxt t ) 一 3 Gi rp， 一 站 【167 


1 = 和 

如 上 定义 的 积分 值 与 f+ ) 的 表达 式 无 关 。 实 际 上 ， 如 了 (1 
另 有 表达 式 

0, + < 

jo), i +t tn 0 了， 

0 ，。 + 实 秦 . 

将 分 点 她 ) 与 妇 于 合并 后 重新 控 大 小 排列 、， 记 为 
HB sn 

他 本 SS 易 见 
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41 一 %r 本 


FC) (Sst a ), J 一 0 {fT 关 ss 或 并 之 s0), 浊 
我 们 有 


| 人 一 人 
i 1 
2 Ts Xe ) = > 了 > rs, Ne) 
点 = 人身 1 一 1] E 
ni 
-Do Be) 
1 = RE 
1 
一 >» a Fx, | pm 
1 三 员 
同 理 可 证 
心 m1] 
>» ra Kr, — Xs, ) = >} Bi Re, — Kr, 
真一 下 j= 


由 (16) 定义 的 程 分 共有 下 列 简单 性 质 。 
引 理 4 设 f，g 都 是 阶梯 函数 ，u，$8 为 常数 ， 风 
Ci) [af 1 )+ Bac tf Ydxt 1) 
= [~ fa t+ BT g(t dx(t th 


Ci) E[ 六 ftar( 1) [7 g C1 )axl 1) 


= | (NSUCAR ty), 


证 明 (i) 设 
Mi= 1 
(一 > Od re ns 
i=0D 
M2 1 
gt1)= 2) Der 
下 
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特 信 } 与 {si} 合 并 后 ， 重 新 把 它们 按 太 小 排列 ， 记 为 加 <<H 之 … 之 
人 设 


N-1 

fi)= DY ale ’ 
二 > 站 
上 -上 

gi)= 3 时 rc 
主 于 昨 


{cefer +Bg 1 dx( #1) 


-vy (gas + BBE) CK, —%.,) 
= 
MN-1 N-1 
= DD) of 一 加) 十 B 六 (xs 一 和 
1 = 1 二 


oO 人 g(t Jadx( 1) 








MN-} 
(1i) 中 2 Qf Xa, — | OE a,, — we, )| 
i=0 1 三 必 
MN- 1 
一 » BT Exo ,— Xu 
二 
和 -1 
2) Ff{am) ga F(R) FE) 
FF=0 


= [fora ). 
现 设 也,tdF)， 二 量 存 在 一 州 阶 梯 函 数 f( 1 )， 合 
lm {ODT do. 0) 


如 念 





J.= | t dxf 1), 
那么 ， 由 引 理 4 我 们 有 
EN 一 /中 = 加 人 cf 一 天 (Daaf 站 


= {Cfo PAF +). (17) 
由 《16) 知 ， 当 %，mm 一 oo 时 (17) 的 有 方 趋 于 0， 因而 由 引 
理 3 知 存在 瞧 -- 的 一 阶 矩 随机 变量 / ， 合 

ENo— TP (一 co)。 
识 此 均 放 极限 


1= {fdx(t), G18) 
并 称 7 了 为 f(t) 关于 {xw 的 均 方 积分 。 
对 任意 一 吕 之 4 < 之 之 co， 定义 
[A 
注意 ， 为 使 (18) 定义 的 积分 有 意义 ， 必 须 指出 了 与 4f% 的 
选择 无 关 ， 为 此 ， 设 男 有 阶梯 冰 数 列 g.t 1 )， 使 
人 iD- 一 CDPdFCDD 一 "0 (noe), 


那么 ， 具 需 把 tfs) 与 19w} 排 成 
fs gl fs Oss ps 

此 函数 而 也 满足 (16》。 于 是 加 同 (17) 那样 得 到 焉 机 变量 7 了 ,最 
然 这 个 站 与 改 用 子 列 好 小 或 4gw} 所 得 到 的 了 是 一 样 的 ( 指 几乎 处 
外 相等 ). 

利用 引 理 1 及 引 理 4 可 得 积分 (18》 的 如 下 简单 人 性质 ， 其 证 
明 留 作 习 题 “习题 21). 

定理 5 对 /，JEL(dFYy,， 有 


(Ci) 二 ca 1 Bo DG 


+ ZH2 . 


= {fCYdxC 14 {9 Ct ax), 
其 中 ，B 为 常数 ; 
Cii) E[ 人 of Cd 1) | gC Yd t)] 
YA 
特别 ， 我 们 有 
Elf fe Vaac Y= ff Cdr r). 





习 题 


以 下 者 是 中 的 随机 变量 均 指 一 阶 定 变量 ， 


Ls Ly Ls 
投下 xX+by， 其 中 8， 所 为 


本 
TD 
2. 没 》 Elxe- xc<eo， 证 明 xox ae.。 


类 一 工 


工 
和 由 殉 方 收 功 性 质 知 ， 姑 号 一 > 和， 则 对 一 匠 了 筷 吕 ， xuj>Exy 
(1 > oj， 试 问 其 道 是 否 让 确 ? 


L 由 
4 由 均 方 收盘 性 质 知 , 由 cr >x, 则 已 bl 吾 |xlz。 如 将 条 件 zo- 一 > 
小 为 对 一 切 少 生 吕 有 Ex >Bx(n ee)， 试 同上 述 结论 是 百 仍 成 立 ? 


， 设 xs 为 实 值 正 态 随 册 变 量 ，: 本 证 明 * 二 是 生态 变量 ， 
证 禺 如 {xotE[ay 5 >} 均 方 可 导 ， 则 {x 小 均 上 注 续 ， 
试 证 Wiener 过 程 询 方 连 扰 ， 世 非 均 方 可 导 ， 
， 设 {x tCe, 2 与 和 ys 1E[gG,58} 均 方 是 导 ，9，,B 了 BB 为 带 数 ， 
cp) 为 Ce 6 3 上 的 莹 通 忆 导 明 数 。 证 最 

Ci) taxtty + Ry) =ax’ Ct) + Py’ (CD 


da 中 ft 
人) -SC gO) x (f= x t). 3 “Ta CD 


Bn 
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9 证 天 如 卖 值 正 态 过 程 {ro {> 9 上 均 方 可 导 ， 则 其 导数 {rr tp 0 也 
十 正 态 过 程 ， 
10， 设 二 阶 筷 过 程 fzmtECe: Bi 的 相关 国 炮 有 sob= Exx 在 
Ca, 52x[e, 6 J 上 连续 ，f 0 为 Cs， 5 上 的 连 喧 晤 数 。 证 明 
11. 设 {xwtEC6， 二 下 均 广 连续， 证 明 在 均 方 收 兽 意义 下 
ds osi<b， 


12. 设 fxmftEroy ps] 直 均 谨 可 导 且 xs = 0，5Ere,513.、 证 明 对 性 
章 5 ,1EFa,$] 有 x=» hc., 

13. 设 {n 1EECo， ee] 直 的 方 可 导 且 其 导数 {x} 均 方 连续 ， 证 曲 对 任 查 
{Eco,b 1, 


{x sd «00) AaB 


14， 试 举 出 均 方 可 导 但 其 样本 国 数 不 旦 处 处 可 导 的 二 和 阶 矩 过 程 的 
便 子 ， 


提示 考虑 加- 】 ;ads， 其 中 fx s 关中 为 Poisson 过 程 ( 初 值 为 0 
15. 设 {xw1ECa, 记 ]} 与 1 1EL 4 6 站 均 方 连 引 。a, 日 为 常数 ,十 


G [ax 人 + Byth di = “f° x d+ sf: y ts 
Le 
,fb < 6 
人 f x dt 人 xz wat+f 的 二 
可 可 人 


谊 .证 fmtELay 导 拘 六 这 统 ， 证 其 对 -一切 {E59 有 有 


1 x (Ca jdsllzctf - o) 三 Taleas。 
17， 设 1xofE- ae 让 均 片 连续 ， 证 明 
(Digs 存 在 ; 
0 fo sda 作 ae 
8， 设 已 给 一列 随 抽 过 程 fxs (D5ao, bn -1 2 …， 试 证 加 
"234 + 





Le 
Xa {fi —— T 人 对! 一 致 成 这 ， 时 
工 
人 xn (Cf) df 一 > * 
Eo | 


19， 证 明 如 {x tCo ,站 为 均 方 束 续 的 正 态 过 程 ， 
刚 | 。 “dr 为 正 态 贿 机 变量 。 
20， 设 tx - oo<i<mm} 为 正 交 增 蝇 过 程 。 远 明 满 中 
Elxr— xie FD) F(ts), i 
的 单 润 不 减 画 数 (0 是 唯一 的 (不 计 常 数 之 益 ) ， 
21， 证 明定 理 5 。 
22， 设 {xd} 及 所 (内 与 第 20 题 相同 。 试 证 如 fs，f Ls (dP) 有 三 


fa) -了 人 | 天 人 一 Da 一 省 oo 则 


em i om 
f fli x (ho J f CD dx Oh。 
eo -cm 


37.2 平稳 过 程 的 定义 及 其 简单 性 质 


(一 ) 定义 及 例子 
设 已 给 概率 空间 (外 ，F， 了 中》 及 定义 在 其 上 的 复 值 随机 过 
程 {x%，+ 伺 了 YY}7， 即 
2 十 iT + ET, 
其 中 合 ， 了 上 咎 7 ， 人 如 工 算 了) 为 实 值 随 役 过程。 如意 1 到 0， 
1 后，《x 就 化 为 实 值 过 程 。 一 般 取 了 = 一 (一 ce，co) 吉 Ca， 
]， 或 10， 土 1， 土 2，… 小 。 为 区 定 起 见 ， 如 不 等 中 声明 , 除 
了 87.5 和 8$7.6 外 ， 本 节 及 以 后 均 设 {zw 和 拭 7} 取 复 值 ，7 一 
(一 co， ce)。 
定义 1 称 {x， 工会 了 ) 为 强 平稳 过 程 ， 如 对 任意 正 整 数 人 
起 了 和 ss 全 人， 随 宙 向 是 
Cr, Ney 2 ) 


与 (Xe pp Xe tr) 
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有 相册 的 分 布 画 数 ， 亦 即 对 任 喜 实数 cj， 六，1 二 上 实 ”， 
五 (0 
= P(E Mb li). (1) 
注音 ， 在 上 述 定义 中 ， 没 有 疲 求 玉 x 或 lx 一 定 存 在 ,但 
间 对 某 一 寺 ， 厂 lx 二 cc， 风骨 《17 对 一 茹 1 瑟 了 有 Elxd]: 志 


由 《I 工 ) {x 的 均值 函数 
mt) =Ex, 
=Exmw=m(f+ ss). (2) 


可 见 mt tt ) 为 常 装 ， 记 (C1) 二 m， 

由 《117，{%) 的 协 广 盖 葡 数 为 

Elxg— mga— Hm) Exx,sTm | 

= ElEEmt NM IE EN ME | 

=— EEN EE NO ME | mp 

= Ex 一 | ml. (2) 
可 见 记 Cx 一 垢 Jxow 一 mm) (或 等 价 地 xX) 与 无关， 

在 第 -一 章 中 我 们 馆 斤 出， 要 获 定 有 关 过 程 的 全 部 有 限 维 分 布 
溺 效 并 对 它们 进行 分 析 ， 往 往 很 困难 和 炬 杂 。 由 于 随机 过 程 的 前 
一 、 二 阶 矩 稻 有 反映 过 程 的 许多 重要 笨 质 ， 因 此 ， 在 实际 中 有 许多 
问 惠 只 项 知道 并 运用 过 程 的 前 一 、 二 阶 算 就 能 得 到 较 满意 的 解 
器 。 吉 上 对 这 两 个 统计 特征 的 确定 和 运算 都 比较 容易 ， 于 是 就 产 
生 现 平稳 寺 程 的 概念 及 其 相应 的 理论 . 

3 称 {x%,，+ 它 7 了 7} 为 鹏 平稳 过 程 ， 如 它 满足 

(WH ) 对 一 其 二 会 了 ， 五 jxic co 

《5b5) 对 一 拓 1 生 人 Fx 一 m 常 数 ， 

《2 ) 对 任意 上 ，tL 二 E7 了 7， 相 关 函 数 

召 (T) 一 区 2 

导 上 无关 。 

弱 平 稳 过 程 电 称 广 尺 平 稳 过 程 或 二 阶 矩 平移 过 程 。 
286 。 


笛 《a) 知人 是 二 阶 矩 过 程 、 帮 Pi ) 有 定义 ， 上 其 深 省 
《3) 式 已 向， 在 条 件 《5) 下 ， 条 件 (¢) 与 下 面 的 条 件 等 价 ; 

《ce )》 对 任意 1，+ +TT 拭 了 了 。 协 方差 函数 

KCT)= EX — mC mY 
与 1 雹 闫 。 

前 面 已 指出 ， 强 平稳 过 程 未 必 基 弱 平 稳 过 程 ( 因 太 ix,l? 未 必 
存在 )。 但 如 对 某 一 上 有 到 lx sse， 则 它 是 红 平 稳 过 程 。 反 之 ， 
弱 平 稳 过 程 一 般 不 是 强 平稳 过 程 ， 这 是 因为 过 程 的 前 二 阶 和 矩 不 足 
记 痛 定 过 程 的 有 限 维 分 布 通 数 。 然 而 有 一 重要 情况 例外 ， 即 当 
人 + 为 正 态 过 程 时 ， 剖 平稳 与 蜀 平 稳 蚌 等 价 的 。 这 是 因为 正 态 过 
程 是 二 阶 矩 过 程 ， 且 其 有 眼 维 分 布 巧 数 完全 可 由 其 均值 及 其 协 方 
差 函 数 确定 ， 

本 章 着 重 讨论 舅 平稳 过 程 ， 所 以 如 不 引起 混 盖 ， 往 后 我 们 就 
葡 称 弱 平 稳 过 程 为 平稳 过 程 . 

下 面 举 一 些 平稳 过 程 的 例子 

恒 1 “ 自 哩 声 过 程 。 证 {x。，m 一 0， 土 1， 寺 232， 小 为 下 
不 相关 的 实 值 随机 序 列 ，Exo= 00， 二 07> 0。 出 和 中 为 
平稳 过 程 。 这 蚌 因 为 

站 Ar -| 
0，T 关 0 
与 3 无 尖 。 

在 工程 技术 中 常 把 ix} 作为 诸如 电流 、 电 压 等 的 随机 波动 模 
型 ， 并 称 它 为 白 噪声 过 程 。 

例 2 得 动 平均 过 程 . 设 1z，7 =0， 土 1，… 和 为 玉 不 相 
美的 实 值 随机 序列 ， 瑟 xs 一 0， 方差 站 wx 一 ao? 0。 定义 

有 


yO >» GxXa-a NR 二， 土 1，-…; 
kn 


其 中 94 为 实数 列 ， 并 为 一 止 整 数 ， 则 {ys 为 平稳 过 程 。 
» HF + 


实际 上 


地 


EY = 了 Tr Xn =— 0 和 
尽 王 说 
Ee 
| >» [ee I 2 Ti ) 
R= f=0 

| Oi aoa。 Todi 二 :二 ian- rus 如 t < 

， 刘 工 > 好 。 
与 了 无 闫 【〈M =co 的 情形 所 习题 3 )。 
和 


当 >》 = 1 时 ， 就 称 y; 为 以 {a6，.…，aw} 为 权 ， 步 长 
息 汪 在 
与 时 + 的 清 动 平均 、 在 时 间 序 列 分 析 中 常用 滑动 千 均 入 数据 平 
例 3 三 角 多 项 式 过 程 ， 设 14。。 1 HA 和} 及 4 
5 二 NV} 为 实 秆 随机 序列 ， 满 足 
EA,= FB,= 0 


1 


E(AdBn) 0 
念 @， DO, mn 为 正 实数 ， 定义 
Xr 三 》) CApcosot tt Besine,t), 一 ca oo 
帮 = 了 
则 4 为 平稳 过 程 。 


实际 上 ， 由 假 讼 三 x, 一 0， 其 次 


Exiwxi= 了) ELAicos( t +t ocosw 
和 > 1 
+ Bisint 1 十 T Jen -Sinwaty 


Geta T 


{4) 
«28 。 


与 1 无关 。 
icosas 玉 本 si 得 下 区 后 率 为 上 而 据 巾 4 及 ,为 随机 的 
简 谐 气动 在 时 刻 ! 的 质点 的 位 置 ， 此 例 措 出 ， 当 振 动 的 随机 振幅 
百 不 稻 关 时 ， 经 先期 而 成 前 过 程 为 一 平稳 过 程 ， 随机 简 请 振动 的 
复数 上 虹 过 为 
ER 


如 果 fei 互 不 相关 重 EE2;<= 0 ，2424 二 0 风 


Xp 一 >) 2 


hl 


也 基 平 稳 过 程 《 习 题 4 )， 且 


NY 
Exi,Xi = >, CRETty 
=1 
其 实 部 与 《4) 相同 . 
(二) 平稳 过 程 的 简单 性 质 
平稳 过 程 {x:， +t 壬 外 } 具有 下 列 简 单 性 质 ， 
性 质 ! (i) BC0) 之 08 
(ii) Bl(— 7) =B(T) 
Ci) |B(T HEB(O): 
{iv) 非 负 定性 : 即 对 任意 正 整 数 所 及 复数 ql, go ne 
Gast fo 了 有 


[9 


3 Blimp 0, (6) 


i» k=1 
证 明 B8(0)=Elxl 字 0.。 
Bl- tT)= Ex — Ernim BUT), 
IBCTO=IE Xn 
Ex Elxd = [CBO0)’, 
B8({ +) 的 非 负 定 注 风 $1.1 定理 3、 
性 质 2 下列 诸 条 件 尝 从， 
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(1) {x 全 TT 上 艾 方 连续 ; 
《ii fy 在 = 一 0 点 均 方 连续; 
iii 8CT) 在 T= 二 0 点 连续 
(ir) BC7T) 在 了 上 连续 ， 
证 明 (io) 沪 6) 很 显然 。 (Gi) 六 CE) 由 37.1 定 理 1 可 
得 , 《iii) 汪 Civy》 是 由 于 
IBCt FT)— BC!N=IE(Ye, — XX 
ELE] — Xi E lx 
=L{2B(0)— Bl(Tt)— BCTHNB(COON 0 
CT 10), 
最 后 由 8? 了 ,1 定理 工 可 得 iv) 元 Ci) 
性 质 3 ”下列 诸 条 忻 中 《12) 与 (i 站 liv) 可 推出 “ii) 
Ci) 可 推出 (iy); 
《jx 均 方 可 导 ， 
Ci ej 在 f= 0 点 均 方 可 导 ; 
(iii》 BCT)》 在 下 一 0 点 二 次 可 导 ! 
《iy》 BCT) 二 放 可 导 。 
征明 (i) 今 (i) 是 最 然 的 。 Civ) 对 (iii) 也 显然 。 下 证 
《ifir)， 由 





及 87.1 引 理 2 知 


.一 一 万 上 
B(T~ . BT) ~ {hh—0 有 


可 列 对 一 切 ， 导 数 妃 〈T) 存在 且 
B' CCT) — ExXXo, 《7) 
其 次 ， 由 


其 一 Ls uF 
A 
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及 同上 理由 并 注意 《7 )， 我 们 得 
一 BT 十 到) 十 如 CT) 
后 





一 一 0 
可 网 对 一 切 r，B*( T+ ) 存在 且 
Br(T)= ~ Exexe, (C8) 
由 $7,1 定 理 3 及 定理 4 可 得 如 下 结论 。 


性 质 # 设 平稳 过 程 {x,， 1 ELa， b J} 均 方 连 续 ， 了 (为 
9(t1) 为 Ca ，b 上 的 复 值 连 悉 函数 ， 则 


Ci) [f(tD)xk 4)dt 存在 ， 

G3) Ef fCs) x syds. fo gCr)aCt)d 
={o)? fCs) 0 Bs ~ t)dsds 

Ci zl fOr (td | so FC Exdt 


=m {f(t)d, 
其 中 由 一 下 xn。 


习 题 


1， 试 举 习 平 稿 但 非 强 平稳 的 过 程 。 

提示 考虑 xn = sin4a，mn = 1，2,…。 基 中 心 为 C8,2r3 上 的 均 与 分 
布 随机 变量 。 

2， 坛 举 韭 强 平 稳 也 非 弱 平稳 的 二 阶 怎 过 窟 ，。 

3， 设 {Xx fF = 人 土 1, 土 8, 为 了 椒 相 关 的 实 值 过程 ，Rx+= 0， 


CD 


Dx+ = 02。 证明 如 实数 列 {c) 满足 。》 oz， 则 对 每 一 a， 级 数 
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培 语 收 秀 下 fr 和 各。 
4， 洲 {2 的 这 介 过 科 、Ezn = 证 ， 


| 
门 az。 = om 县 > gaz<o0。 证明 对 每 --{， 洪 丈 


oS 


= 》 ) Znetu nt 


着 二 om 
均 方 收 总 且 {xp 一 品 达 1 为 平稳 注 汪 ， 上 中 国富 为 一 实数 刚 、 

5 证 1xo 1 名 是 以 和 为 参数 后 Fwiiscn 壕 程 。 令 

Yer rt 

证 明 {yp ! 空 0 } 为 平稳 过 程 ， 

6， 设 下 ,了 为 实 随 和 宙 变 量 ，} 所 上 是 常数 。 证 眠 

Er= Xoomtt Fsinht, 一 < 

是 至 稳 过 程 的 充 要 条 人 性 为 下 与 f 不 根基 ， 且 其 均值 为 叭 ， 方 盖 相 等 ， 

7， 试 举 非 均 方 连 线 的 平 航 过 程 ， 

8、 设 {~ o0 扩 1 之 oo0} 六 平稳 过 径 , 证 明 1X 小 均 方 可 导 当 共和 仅 当 {人 在 
划一 点 均 方 可 导 . 

9. 设 人 (osiee) 为 普通 复 俏 轴 数 ， 工 为 随机 变 最 且 EY = 0， 
EIY]=o2， 定 义 

X= YH CC- Atecw), 

证 明 {* 是 平稳 过 程 当 且 仅 当下 王 cei 人 et， 睦 中 0 ， 和 ,9 为 常数 ， 

18， 设 4x5 于 之 coo} 为 平 种 过 各 , Ex = 0 且 EBXx esae 种 数 。 
证 明 


uf a (5°>0) 
为 平稳 过 程 ， 

11， 设 {xe - ce<t<oo 为 正 变 亲 蚌 过 程 ， 百 tr = 0 [Elx~%|:=1- 
Stter sh。 试 证 对 任意 注 足 下 到 条件 的 复 值 熙 数 虽 人， 


| a te 2 


w=/ 旧作 
-or 


随机 过 程 


和 格 和 人 天 数 ， 令 


为 于 税 汐 ， 
1 二 

Ts 
B= 站 er Cd 《一 te oo)。 


证 明 
《存在 下 稳 过 程 {fxr 以 8 0 为 共和 相关 冰 数 ， 


7 fx 中 可 了 双 为 实情 过 程 的 充 要 条 位 为 了 (由 是 提 丙 数 。 
41. 假设 与 习题 11 相 同 。 证 胃 
5 三 (oot) 


为 平稳 过 程 ， 其 中 0 > 0 。 
14. 侵 设 着 = {fxn tT} 大 实 信 随 抽 计 程 . 定义 过 程 世 = {Xss 1 全 7T}， 


为 使 六 臣 还 平 欧 这 程 ， 当 须 旦 只 需 下 列 语 茶 件 之 一 注 足 
(i) 对 枉 意 5 守 0， 久 1%) 本 Xt%m) 有 相 癌 的 分 布 ， 
ii 对 任意 呈 元 实 值 有 界 Borel 可 济 旺 数 广 (Cy; … Yn, 有 
Ef Ci ro = EF {Ny ses rs Xe sr) 
Gy 对 任意 宝 义 于 RT 上 的 实 什 有 异同 ?可 测 隙 数 b te (*，})， 有 
E{d (X= EB{$ CA)., 
15， 投 并 = fnptE 了 上 是 强 平稳 过 程 ，$《e( 是 定义 于 RT 上 的 实 


信 允 可 测 函 煞 ， 售 
入 由 (Xr) 


求证 了 = {ys “了 } 也 是 强 平稳 过 程 ， 其 由 于 = {Xs ET 


$7.35 平稳 过 程 及 其 相关 函数 的 谱 分 解 
同 忆 $7.2 由 个 随机 简 谐 拓 动 选 加 而 成 的 平稳 过 程 
上 一 2 Zs C 1 ) 


- 


其 中 {zu 互 不 相关 且 五 z 一 人 0 。 令 可 一 五 |zxi2， 则 


BlUTI= EX 》， RET 
hel 
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其 中 o:= > 0 一- 于， 易 见 {Pi，1 志和 忆 1#} 为 一 概率 
分 布 。 如 令 gr 一 了 3 pr，9-4=9o 和 一 XM， 则 可 欧 《 2) 改写 成 如 
下 的 对 称 形式 

B(rT)=0? y grei™, (3) 


=- hn 
其 中 一 A 二 0。 因为 {gx， 一 ?二 户 不 旭 } 是 概率 分 布 《3 启 
示 我 们 在 攻 种 收 化 意义 下 可 把 BLT】 表示 成 


BCr)= {edrc) 


的 形式 ， 其 中 下 CN%) 为 一 分 布 甬 数 。 类 似 地 【1) 启示 我 们 可 
把 x 也 表 成 


xi 人 ”era 人 和 


其 中 42() 轨 为 具有 某 种 忻 质 的 随机 过 程 。 邮 表 达 式 类 似 王 数学 
分 析 中 把 函数 表示 成 无 数 多 个 简 谐振 动 的 秋 加 … 样 ， 

(一 ) 相关 函数 的 谱 分 解 

定理 1 为 使 复 信 函数 (1)，: 忆 人 T， 成 为 均 信 为 0, 方 着 
为 1 的 均 广 连续 平稳 过 程 {x,，! 写 了 了} 的 相关 阔 数 ， 其 充 要 条 件 
是 B《 1) 可 束 示 成 


BC1)- | edF a), (4) 


其 中 五 (入 ) 为 在 连续 的 分 布 函 数 ， 且 不 计 常 煌 之 差 F()) 由 
BCt) 唯一 确定 。 
如 果 了 一 10， 士 1， 土 2，…)， 《4) 改写 为 


有 (一 | er"dF()), C5) 
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其 中 下 (A) 为 [一 下 ，r 上 的 左 连 续 分 布 函数 。 

证 明 必要 性 ， 因 {x 均 方 连 继 ， 方 六 为 1， 放出 $7.2 性 
质 1 和 各 2 知 BCt) 连续 ，B(02)=1 且 BCt) 非 负 定 。 从 而 据 
Bochner-Xunnagn 定 理 ，BC1) 为 一 特征 酒 数 ， 故 (4) 成 
立 。 扩 用 Herglotz 定 理 @ 代替 Bochner-Haasatr 定理 即 得 (6) 
式 。 

充分 性 ， 由 《47 (或 《52) 前 知 BC1)= BB( 一 1). 又 因 


n 
> Bi—te a 

了 R=1 
性 Li 


=- 3 3 | eveareoloa 


j=1 k=1 | 
bE 
sa) De),) 
p=1 


bi 


-全 疡 
-人 | 3 wm 


放电 2.1 站 在 件 定 理 3 下 面 的 说 明 ( 令 其 中 的 mc1)= 0， 
KK(s， 1)=B(5 一 1)) 可 知 大 在 复 正 态 过 程 {x;，+ 毛 T)， 
使 Ex,= 0。 Elxl?= 2(0)==1 且 
Exx= Bl(s— 1t), 
可 见 x7 为 平稳 过 程 ， 均 值 为 9090， 方差 为 1 。 丸 因 le* 一 1， 旋 
《4)》 中 可 在 积分 导 下 取 极 腿 ， 从 而 知 呈 (1 过 续 ， 因 此 
{2 均 方 连续 ， 
特别 ， 当 FC 入》 绝对 连续 时 ， 亦 邑 存在 fC+), 使 


FCO- | fd (6) 


2 
dN) 0, 











加 参看 LI ucaeto 著 “ 展 率 论 教 征 ” 和 38 或 复旦 大 学 渔 “ 报 率 治 了 第 一 山 228 页 
证 即 19， 
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半 ， 则 《47 化 为 





BC1)= | er f CAA. (7) 
由 富民 变换 的 造 变换 得 
HO | Bt dt (8) 


称 (4) (或 557) 中 的 CX) 为 于 稳 过 程 xj) 的 庶 泪 数 。 
称 (7) 中 的 FCN)》 为 4x0 的 说 密度 . 
当 BCt) 满足 
[TBC do 
时 ， 朋 特征 网 北 的 性 质 知 刀 () 必 可 天 成 《7) 式 。 
读者 注 登 ， 完 理 中 条 件 百 一 0 让 天 2 一 1 是 非 本 质 的 。 
如 不 满足 ， 可 将 原 过 程 标 浴 化 ， 量 令 


XO— 
yi = 


其 中 国 = 二 x，97 宇 |X 一 mi 这 村 
Ey Y= Era — mx m=K(rt), 

故 x0 的 协 方 差 敬 数 下 (CT) 可 以 表示 成 (4) (或 (5)) 的 
形式 ， 这 时 其 中 的 让 Ch%) 为 有 界 非 降 的 左 连 急 测 数 。 

当 4xj 为 实 值 过 程 时 ， 我 们 有 

定理 2 实 值 画 数 BC 1) 成 为 有 具有 均值 为 096， 方 商 为 1 的 
均 方 连 扎 实 值 平稳 过 程 (zz 的 相关 男 数 ， 其 充 村 各 件 是 号 人 7) 订 
改 咸 


Ed 


BC1)= | cos NidF(CN), 《9 ) 
当 了 = 人 《0， 土 1， 土 2，: 洒 上 时 【8) 改写 为 
BCn)= | seoahndFC))。 (C10) 
特别 ， 如 亚 (A) 在 和 = 一 0 点 连续 ， 则 (982，t10) 可 区 
写成 
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CT) 一 全 coosktaGr 3 (11) 


BCz) 一 | coskndG( %), (13) 
其 中 全 5) 一 2 天 人) 为 有 腊 非 降 左 连续 画 数 。 

证 明 因为 se 六 =cosXt + 1 simht 责 当 站 (1 ) 为 寄售 已 ， 由 
定理 1 得 定理 2 的 前 六 部 ， 其 次 ， 因 BCt) 为 详 砷 ， 月 特征 出 
灼 的 性 质 知 ，(% 2 为 对 称 分 布 耳 数 ;, 邯 F(X) ) 二 1 一 (一 和 十 
人 )。 记 以 

FDO FOD= FFC-AMNTO-F( ~ ht+0). 
因此 ， 加 上 FCA) 在 和 一 0 成 连续 ， 因 ceosX 是 假 国 数 ， 可 将 《9 1) 
禹 (10) 分 别 改 写 刻 《11) 种 (12)。 

特别 如 实 平稳 过 程 {x; 有 谱 密 度 F(2)7 风 南 58) 及 

上 C1)= BC( 一 1) 得 


下 (六 ) 一 -区 {Tes BC Yat 





= 1 [eos Bt adr. (13) 
可 见 f( 一 ) 一 了 (%X),， 项 由 (9) 
BC#)= |{™ fC Doosntdy 


二 2 [Im Ff Jeoshtat, (14) 


T={0, 土 1， 2， …} 时 


63) 十 仁 8200)+ > B(E Jeos hk ' (15) 
乓 = 工 
BCn)=2 人 了 0 Jeosxnc. (16) 
例 ! 设 {z，m 一 0， 土 1，' 作 为 8&7.2 例 1 的 向 虹 疡 过 
程 ， 求 #1(X) 及 FF(%). 
不 妨 设 Exi=0?== 1。 由 于 BC(03= 1， C8) 一 0 (三 
«297 ， 


0), 故 18《n)1<oe， 从 而 {x 有 谱 密 度 f《X)， 由 《15) 


-| 
FON {EAE 
谱 西 数 可 取 为 
PFO) it), TSI. 


例 2 设 {ym t=0， 土 1， -为 互 不 相关 的 实 值 过 程 ， 
五 加 一 0 ， Elysl= 1. 考 起 滑动 平均 过 程 


Xa 一 2 Eyes n=0, 二,", 
玉 二 和 
其 中 上 为 实数 ，|e1< 忆 1 。 岗 人。 为 平移 过 程 〈87.2 习 题 3) 
却 同 $7.2 酌 2 那样 


Bln)= ») ET 
真 阅 租 


= na 人 0 , 


= 
可 见 位 "} 的 相关 函数 为 
1 


BCn)=Ao", A 0 = 二， 二, 土 200 


要 1 注 总 导 18Cm)< | 由 (8) 
加 + 
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和 
A 
27 [1 —aen!> 
1 
nl —2a cos ta 
例 3 考虑 平稳 过 程 
X= ACOSM+ Beannt 【一 co< te0), 
其 中 实数 入 守 0，A 和 8 为 互 不 相关 、 均 值 为 0、 方 差 为 1 的 实 
信和 随 秘 变量。 如同 7,2 例 3， x7} 的 相关 通 数 为 
BC )=eosht, 





一 丈 坟 信息 不 





由 定理 2 | 
五 { 了) 一 人 ecosuaF 下 
可 见 们 的 谱 画 数 
0, 一人， 
Fl4)— 1 — hu, 
1 ， 六 入 


(二) 平稳 过 程 的 说 分 解 
上 面 讲 了 BC ) 的 谐 分 解 ， 下 面 的 定理 给 出 过 程 {xs} 本 身 
的 谱 分 解 。 过 程 的 谱 分 解 最 初 由 Konwuoropos 用 希 氏 空间 的 方法 
证 有 明 ， 下 面 是 更 直接 的 另 一 证 法 。 为 此 先 证 几 个 引 理 ， 
本 人 段 但 投 x) 均 方 连 镶 Ex 一 0 .El 二 4 令 F(AY 
” 为 {xd 的 讲 函数， 已 C 1 ) 为 左 连续 的 分 布 函 数 ， 其 连续 点 全 体 
成 一 狠 密 子 集 ， 不 连续 点 的 个 数 至 多 可 列 多 个 . 
引 理 ! 设 a，&b (cspb) 为 FC%) 的 任意 两 个 连续 点 。 
则 如 下 定义 的 随机 变量 ; 
yla, b)=B ,x {emdhas, G7) 
当 六 一 “时 均 方 监 徊 于 某 一 极限 ?ap) 且 三 7(ayp)= 0. 


» 3299 。 


一 ” ,ee Te 
证 明 yo, 6)= Jf ,sd 
由 $7.1 定理 3 和 又 知 ;-C4，b) 存在 。 令 SF 则 
了 bit 
Ely— y= EF 全， x 一元 dt 
ei Gr 包 
-人 一 2xct at| 
a 各 
-af sr La 


一 上 人 ee 
sir | saer — 27it 


-二 


-| f cp Ee 
seltl<r J sclulcr yd -mm — 2m 

















iii Er 
四 a [4 dtdudrF t 入 » 
bt pit! . [9 
= 六 人 ed | dF()), 
op slt|<r — 271 


(18) 
但 对 任 给 的 之 0， 当 | 一 62 及 和 一 0 之 EE 时 ,和 如 $5, 一 
co， 册 〈18) 右 方 的 被 积 荡 数 均 义 地 趋 于 零 。 这 十 因为 


rr -itr 
[到 一 台 a 
-一 “Oo 人 [2 
| oe — 2mii ot 


b i 
= | ,i 下 Tar ddt, (19) 


| 。 人 es x — Ytdxdl 





一 J Hisintb 一 六 -Sn 一 和 ci 
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| cos(b — Xt" "ob Dt | 
pi eit [ RF 
cos(e 一 >》 ) 1 | | ee ea 
(se 一 入 7) |: | (一 入 7 
S26 htle mA) 
ls, roo), 
因此 ， 当 3 ，Y 一 so 时 ， 上 让 (18) 得 
Elyr— yr 0 (20) 


从 而 据 87.1 引 理 3 类 ， 仔 在 二 前 惩 随 机 变量 4 一 了 Ka， 六 
使 

Fly.— yi >0 【rr 一 co) (21) 
且 由 8557.1 定理 4 及 yy 的 定义 知 ， 上 3.= 0， 从 而 

Ey=lim Ey.= 0. 


引 理 2 存在 均 方 连续 的 正 交 增 最 过 程 (Y(A) 一 之 久之 
oo}，yC 二 0， 对 任意 sa，b 1a 妇 六 有 
Ey(h)— {oP= Fb ~ F(ao), (22) 
证 明 设 a， 刘 【95) 为 Fl 的 连续 点 令 》(0， 
为 引 理 1 中 得 到 的 随机 变革 ， 我 们 先 让 基 儿 cd ed) 
为 Fr 入) 的 另外 两 个 连续 点 ， 且 《aa，) 与 《2，2) 不 相 
变 ， 则 
、 Eyle, by{e, d)= 
^ 实际 上 ， 由 57,1 引 理 3 ， 我 们 有 
Ey(la, bY(e, d)-limEy'(a, byte, d) 


-( 去 ) ii [Ian \ ) 全 2 人 cos(x — \ td 


。 全 2 | : coat 一 大 jadsaaj 


| 0 
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(去 ) iim [i 2 fo cosf x — A idxdt 


{5 2 fo cos y— Judydu]aFC), (23) 
利用 下 面 的 事实 
lim i -ee- Mtg di= 二 全 na dt 
广 ， o>0, 
= 中， 们 一 个 ， (24) 
一 了， a 
我 们 得 
(foc — NY t drdt 


- (© +csin(s — A)t —sin(a— \) td 


Tn, 0<A<b, 
0 ， 上 之 入 或 和 之 0， 


和 A 三 0 或 和 二 


(25) 
天 
3? 

由 (23),，(25) 得 


bEAd 
By bY TE fdFC), a Ve<bAhd, 
0， 肥 之 。 
(26) 
(26) 说 明 当 (9，45) 与 (c,d) 不 相交 时 Ey(a，6) 
CE 一 0. 往 下 证 明 存在 正 交 增 量 过 程 {yC 入 站 满足 (22)。 
当 a，b 为 FC%X) 的 连续 点 时 ， 由 (26) 


= #02 * 


ElyCa, b= | dP) 


= Fb)— F(a). (27) 
其 次 ， 对 FL(%) 的 任意 连续 点 和 过 b， 由 《26) 及 (27) 
Elyta, bomYtB, bOIF=iF(o)— FCB 
(40, PB>~%), 
可 现 对 下 (和) 的 每 一 连续 点 6b ， 在 在 二 阶 矩 变量 了 (pa ), 使 


(a, by (CB ) a 00), (28) 
由 于 ?ea，p5)=3fB，a) 一 ypP，5)， p<ac<p。 因 此 
由 《28) 
yo, pb)=(b)— yao), (29) 
故 由 〔29) 及 (26) 知 127{B 并 具有 正 交 增 量 且 由 (28) 及 
FyCa, 5 )= 0 知 Ey(5)= 0。 此 外 由 (29)，C27) 知 
ElI3(b)— YC)N= Ey(a, 6) 
一 天 【六 一 天 (9 (30) 
上 式 对 下 (入 ) 的 任意 连续 点 6 之 5 部 成 立 . 
特 {y C6) 的 定义 域 扩 大 到 站 C 》) 的 非 连 续 点 & 上 ， 定 义 
YCE)lim, YC), (31) 


其 中 5 取 沿 着 下 ( 入 ) 的 连续 点 。 于 是 得 二 阶 短 过 程 {y(%》， 
一 2 和 oo) 且 Ey Ch 二 人 运用 $7.1 引 理 2、 由 (26) 及 
《31)》 可 庙 43CAD)， 一 0 之 和 之 00} 为 下 交 增 局 过 程 ， 由 (30) 及 
(31) 可 知 ， 【30) 对 任意 一 口 之 9 之 5 之 oo 都 成 立交 因 下 (和) 
左 连续 ， 故 由 (30) 知 {13( 7 从 均 方 左 连续 。 

定理 3 平稳 过 程 {x.，1 伍 人 } 可 岩 示 成 


Xi 一 {dy 和 2 《327 


其 中 142 (外 为 均 方 左 连续 正 变 增 量 过 程 。 几 不 计 随 机 变 基 之 差 
由 瞧 一 确定 。 焉 外 ，{3 CX 让 逊 满足 
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(i ) 对 任意 和 ,过 》， 
EIS CA O— YO = PFA) FA), (33) 
其 中 下 (入 》 为 tw) 的 说 通 数 ， 
(ii) 对 一 切入，EyCX)= 人 0。 
如 果 了 ={0，+ 上 1， 寺 2，…}， 则 《32) 化 为 
x edy(A)。 G4) 


其 (32) 或 《343 中 的 47( 分 为 由 的 随机 谱 函 数 ， 

证 隐 ”由 引 理 2 存 症 均 方 左 连续 的 止 交 增 量 过 程 {>( 2 外》 满 
是 i)，()。 往 下 证 (32) 成 立 。 设 5< 之 5 为 FLA) 的 两 个 
连续 点 ， 由 《17)，{21)，(28》 我 们 有 


ExCyCb)— Ca) 
= 去 | “BC fs )| eduds, 
由 定理 1 上 式 右 方 
一 二 站 人 ecos 人 #4 hsdudsadtt) 
= 二 人 / er scsin( b— i}s 
—sint Ge — AM)sIaddF(%) 
-| . edF( 和)。 (35) 
最 后 一 个 等 号 应 用 了 (24) 式 。 
注意 ee" E 互 Lstd 让 )， 由 定义 存在 阶梯 喇 激 gnc 入) 使 
| ge ND -edF (CX -m0 neo) 
且 一 其 蹲 昧 点 住 (的 连续 点 上 。 由 定义 





om oe ; 
{gC Ad) S| ed Cre), 
应 用 (35) 丙 推 涯 
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Fw oda | eFCN). 
于 是 我 们 得 
Ex 人 eady( 入) - lim Ex | gl Ndy( NY 
一 多 [i 


一 tm | eg dF) 


~ { Ye'tendF( h ) 
= BB(0)=1. (36) 
另 一 方面 ， 由 37.I 定 理 5 


下 | 人” eey()| = 位 eepdFCA)= BC0)= 


(377 
于 是 由 (36)，(37) 得 
| 


oo 
E ba RE 和 | 








~ 用 lx 一 2 有 Re 五 x， 人 e CC 
+E|{™ 
， 故 (32) 上 成立 ， 


最 后 证 明 1417 从 的 上 唯 -- 性 ， 国 fe 一品 之 之 oo0}) 在 
^ ZKGF) 中 # 备 ， 对 任意 实数 < 0， 几 存 在 


Ti 
Gal bl 全 让 如 ”二 





全 
lim (gC hin 2 PAF )= 0， 


fi 





故 
BI [codon had) | 


-全 lg FOropl MdPEN DY 0 Cn 0), 


换言之 
NN NN, 0 
BY cosr DD) or [evdylh) 
让 一 工 下 = 1 ~ 


= {gh dy X) 


LL :9 
on Nd N= 5)— ya). 


可 见 满足 《32) 的 {3 CX) 其 增 同 出 (x 唯一 箭 定 。 由 于 均 方 极 
限 是 唯 -- 的 ， 故 由 上 式 知 ， 除 相差 一 随机 变 最 外 ， 在 儿 乎 处 处 相 
等 意义 下 {3([A 和 四 是 唯一 的 。 

当 了 一 {0，+ 上 +，t+ 2， :少时 ， 用 相同 的 方法 可 证 34) 
成 立 。 

下 本 考虑 当 {xv} 取 实 值 时 的 讲 分 解 。 我 们 先 指出 后 面 要 用 到 
的 一 个 事实 。 设 可 ,。，t 宇 0) 为 正 实 增 景 过 程 ，$7.1 已 指出 存 
在 唯一 的 单调 不 减 家 值 函数 Cf)， 对 任意 s 返 1 有 

EmV—mV= F(t F(ts), (38) 

由 所 (1 ) 的 单调 不 减 性 知 上 其 不 连续 点 集 4 为 可 询 集 (从 而 的 
均 方 不 连续 点 至 多 可 麟 多 个 )， 而 且 对 任意 1 守 上 8， 当 5 时 
五 (十 4) 存在。 于 是 

SA PCBI->OCs yt hy}, 


可 见 存在 mn 使 人 一 一 So {5 + 1 ), 出 C38) 可 知 ， 当 上 + 4 


i 


Ni = "BE"', 


癌 理 可 条 对 任意 上 > 人 > 1 存在 且 当 土生 了 时， 
- S06 < 





T -一 T， 五 。 
定理 4 设 { 作 ,， 了 六 0) 为 实 值 均 方 连续 平稳 过 程 ， 瑟 入 一 
0，Exi= 一 [【。 妊 % 本 表示 谍 
wt 0, cosMdyC A )+ {CsinXidz(h ), (39) 
对 fs， 站 一 0， 土 1，…，(〔39) 改写 为 
zh coaXnd y( X) 十 |， sinheadz( 入 7)， (40) 


其 中 

(1)” 名 为 与 无 美的 实 值 随机 变量 且 五 和 一 严 (9) 一 
PFC0) (CA 为 {x 的 说 落 数 ， 

C27 {CA 3 守 0) 与 12《N)， 和 污浊) 为 均值 等 于 
零 的 实 人 年 、 均 方 左 连 续 正 交 增 量 过 程 ， 且 不 计 随 机 变 启 之 差 由 
{4%} 唯一 湛 定 

(3) 对 任意 0 志和 之 hs 所 hh 

ELY OND)— YADIC SY Ch) Oo— FCN) 

= EL2 (0)— ZAIC2 CA)— 2 (Cha) 


(4) 对 尾 意 M，%:，Xs， 和 之 0， 
ECSYOD)— FOAMIC Zh) — 2 (hI= 0., (42) 


证 明 (40) 的 证 法 与 (39) 相同 ， 下 面 证 明 (39)。 由 定理 
3 ， 设 x 的 详 分 解 为 


Xr 一 | an %), (43) 


其 中 ET XD)= 0 EIN) TION = FCO) FO) > 
X10)，CN) 为 4 的 谱 孙 数 。{x0} 实 信 ， 所 以 


sir 人 ea) (44) 


因 {70 CX 站 由 和)} 叭 一 确定 ， 故 于》, 汪 入 ， 由 (43),， 《4 要》 若 
NA MOADET— 0 ae (45) 
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于 是 苦 尾 意 0 委 和 < 和 ss<， 国 1CA)》 为 正 变 增 量 过 程 
EENCD)— VOCN HY NN 
= FEC) NOD TICh+t 0 Ct O73 
一 0。 (46) 
定 浆 实 值 过 程 
JAD 一 人) 十 全 入 
zh0= i CNOA DN, -Noo, 
下 面 证 明 14>Y Ch 站 和 tz Ch) 满足 (C2) 一 (4) 。 为 简便 计 , 记 
VON Yt 2 A) =20 NM Th 
旺 风 By 二 Ez = 0 自 都 是 均 方 左 连 续 的 ， 伪 站 Ns 
二 hb 出 46) 及 19;} 的 正 奖 增 量 狂 
El — yy — y3) 
= EC NN + 
=0. | (47) 
可 见 1 为 正 充 半 量 过 程 。 同 理 可 证 ty 也 是 正 交 增 量 过 程 。 其 
该 ， 对 0 志 X 民 XiSAo， 国 
人 一 全 一 《Ts 一 人 十 (Ts 一 站 7， 
N= 1 
将 工 式 代入 (47) 并 注意 (46)， 得 
E{ys— yy) =2EN N= Fs) — Fi, 
同 理 可 证 
Elz 22 2 ~ 2CF ON )— FON, 
此 即 (41) 式 ， 类 似 地 对 任意 Mi， 和 2，%hs，XA 00， 可 证 C423) 上 成立 ， 
即 





Elys— yi M2 —2)= 0, 
往 下 证 明 (39) 式 成 六。 由 (43) 


= 人 cosytamr 和 ?十 | ”sxian( 入 )。 C48) 


较为 cosxt 是 和 的 偶 国 数 改 (457 监 
。308。 





人 eesxeund 和 ) 
CCD 一 CV D+ | shian A) 
十 人 cos 和 
一 [0 一 mg 门 十 人 cosxidiK A ) 
+ {7 cosNidn } ) 


二 才 十 | > cos y( % ), (C49) 
其 中 入 二 007 一 TD 与 上 无关 。 其 次 ， 国 sinXt 是 和 的 毒 画 数 
且 当 入 = 二 0 上 时 sinAt== 0， 玲 加 上 由 C45) 得 
: fsinnan = { CsinXidz( 》 )。 (50) 
让 (48) 一 [50 得 证 (393 成 立 。 列 下 证 明和 内 吓 C 1 了 。 我 们 已 在 
前 面 指 出 过 ， 对 任意 入 室 8， 十 0) 在 永 。 央 此 由 L445) 





=1-rirmL 0) NC— + 0), 
入 出 


了 和 为 区 AAA) 的 【从 而 也 十 mx) 的 ) 一 列 连 续 点 ， 并 注意 
{Ch 四 均 方 左 连续 ， 则 上 式 右 方 竺 于 C07) 一 C0 )。 由 此 可 
见 条 是 实 值 的 。 钨 知 
El = EINCO 一 人 DJ 一 三 (0 一 下 (0 
定理 证 毕 . 
特别 如 的 说 函数 下 C 和 ) 在 0 点 这 急 ， 央 {CA 刘 在 9 不 
均 方 连续 ， 故 种 = 0 。 这 时 % 可 表 成 


w= 全 coghtdyC 》 ) 十 人 sraz A). (51) 
在 实际 应 用 中 道 常 部 假定 {xj 具有 谐 密 度 ， 故 (51) 度 立 。 
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在 下 -一 节 我 们 将 应 用 {x 的 谱 分 解 导 出 平稳 过 程 的 遍 历 性 定 
理 ， 


习 伍 


1. 设 下 Ecoo， 定 义 se= 上 上 ，n = 人 0, 土 1,…。 证 明 {xw} 是 平稳 过 
改 并 求 其 相关 卫 数 与 湛 沙 数 ， ” 
2， 设 {x - =e<tcecoj 为 殉 方 左 连 续 的 正 交 增 其 过程，B8mm0 且 

Elx— X= (sy ts 。 其 中 下 但 有 异 ， 


试 证 
w= 三 erazG， -mt 
为 平稳 过 程 。 
3. 设 {xo -ce< 必 ;co 为 正 交 珊 量 过 程 ，Bxr = 0 且 满 足 
瑟 lxr-xjs=t-s Ga， 


如 1 四 为 满足 矿 ” 17 (dr<oo 的 画 数 ， 证 明 


oo 
5 上 fddxtDy), -to 
-eo 
为 平稳 过 程 。 


4 设 { ~ ce<fc<oo} 为 正 刻 增 最 过 程 。 对 任 一 固定 的 # 定义 


五 |xs 3] 2 2 
Frits) = 
一 E or 一 el 2y < 


证 明 对 任意 站 六 如 有 并 = Fra+ c (其 中 为 与 1 人 有 闫 的 常数 ) 。 
5. 投 fo ~ 上 <f<oo} 为 第 3 是 中 的 正 交 增 量 过 程 。 今 Ei= XX 一 4p- 
(~ ee< 和 ycoo)， 和 证 砚 攻 作为 平稳 过 程 ， 并 求 其 协 方 涛 天 孝 及 谱 窗 开 半数. 
6. 设 {zw -<t<oo 为 平稳 过 程 ，Bxr= 0 县 有 洋 密 厅 /0 = 0， 
1 [0 ， 试 证 拉 呈 的 相关 稀 数 





有 (1TJ)E 昌 Jenscr |T| 





站 
20* 

7. 设 fz -se< 二 fo 为 平稳 过 程 ， 鞭 相关 丽 数 为 中 (fr) =e "I", 
am0。， 试 求 fs 的 洪 密 席 并 指出 谱 密 度 的 最大 信 。 

8， 设 平稳 过 程 {54 - ce < 扫 # 扫 四 上 的 相关 为 数 为 


* $810 * 





B{T)Y=r "Tispbr o>0., 


试 求 {x} 的 讲 密 讼 函数 ， 
9， 设 平稳 过 程 fxr, ! 忆 Coe， 5 具有 谱 分 解 且 Exr = 0， 证 明 {X 中 必 艾 
方 连续 。 


10. 设 天 (7 为 了 =[ay 睛 了 上 的 站 连 续 分 布 呆 数 。 定 六 
下 (is nian 有 人 让， FO hh2ET., 
证 明 存 在 均 方 去 连 练 的 正 变 增 量 过 得 frnfiE7Ti 使 其 协 育 莽 西 数 
汶 KK (Xe) 。 
11. 设 均值 为 零 的 均 方 违 线 平 稳 过 程 1%4 - om 和 fcoei 其 潜 轴 数 
瑚 (具有 性 质 





[me 
f 2 Ten 
— Cr 


证 明 {x} 均 方 可 导 。 
12.， 设 13m f=， 二 ， 为 平稳 过 程 ， Eys= 9。 区 实数 列 f0;} 


注 足 5 虽 co， 令 


k=-m 
wo = >») also 和 
上 = 一 oOD 
试 求 1xs} 的 随机 说 函数 。 


1， 根 证 同上 题 ， 如 {3y 中 有 谱 密 度 了 《A)，。 试 求 {xaj 的 诺 效 度 冰 数 。 
14， 设 {xm #4 = 0 土 1，…} 为 平稳 过 程 ，Exn = 0 ， 试 证 如 1xn} 有 谐 
密度 
NN :和 


> ae- | 


让 = 日 


~ .1 
fC) =- 瑟 郊 








其 中 站 为 正 鉴 数 ，{at} 症 不 全 为 零 的 实 获 。 则 xs 必 可 表示 成 
NN 


Xn 一 » Ck Vy- Ry 


此 一 入 


其 中 和 ys = 0 十 TI 是 站 琛 声 ， 
15. 谈 1xey 二 0,+ 1 "为 平稳 过 程 ， 五 xn = 0 。 期 4x 小 有 谱 密 兴 


» S77 » 


上 
1 





对 

>» Cpe- A 
ks 0 

N 


bue-tth 

= 
其 中 对 ,mw 沟 正 过 数 ，{54}， 和 4 由 为 不 侈 等 于 零 的 实数 ， 证 角 存 在 自 只 尚 过 
程 {yn + = 0， 土 1,…},， 使 


-- | - 
f= 


MM 


N 
了》 有 = 2 Gyms 


R=0 j=0 


提示 利用 第 13 及 14 匡 . 


87.4 平稳 过 程 的 均 方 遍历 性 


我 们 知道 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 {x。 4221)1， 如 

五 |xsl< ce， 则 服从 缀 大 数 定律 ， 即 
ef 人 lim 村 有 1 《17 
和 R=1 4 

其 中 mm 一 Ex,。 强 大 数 定 律 指出 ， 为 寻求 *, 的 统计 平均 值 mw， 我 
们 只 需 进 行 一 次 较 长 时 间 的 观测 ， 再 对 所 得 的 观测 值 求 其 算术 平 
均值 郧 可 用 它 民 鞠 实 际 值 mim。 随机 过 程 的 这 种 性 质 称 为 下 历 性 
自然 对 平稳 过 程 也 会 提出 ( 1 ) 柯 时 成 立 的 问题 。 

大 数 定 律 有 强 左 之 分 ， 平 稳 过 程 的 遍历 性 定理 按照 不 同 的 : 
收 放松 念 也 有 两 种 ， 一 种 是 对 强 平 稳 过 程 以 概率 1 收 敏 意义 下 的 
《 强 ) 遍 历 定理 ， 另 一 种 对 器 平 稳 过 程 按 均 方 收 合 意义 下 的 均 方 遍 
历 定 理 。 本 节 内 限于 介绍 后 者 。 自 然 对 弱 平 稳 过 程 也 可 考虑 强 遍 
历 定 理 何 时 成 立 的 问题 。 

定理 1 设 {x 一 ce 所 上 所 co 为 均 方 连续 平稳 过 程 ， 册 存 
在 随机 变量 7， 使 


计 |m ds Sn (to) (2》 
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i 
En- tim 二 -| ,Kl dm (3) 
om 一 


其 中 开 一 互 x， 开 TTE) 为 1 的 协 方 族 函数 。 
证 明 不 切 设 me 0， 这 时 KCT = BCT), 设 {x 的 谱 分 
: 解 为 | 
xs 一 人 ea 和 (4) 
El COQ)— TO = FD)— FO hh (51 
其 中 下 (CX ) 为 fw} 的 说 了 丽 数 。 由 (4 ) 得 ” 


志 - 人 ds = | ,ovat ] dy A) 





= {bh dy ), (C6) 
” 其 中 
-入 所 0， 
中 (和 7 一 。 + (7) 
1， 入 二 0。 


倒 T=y(0+) 一 200) 一 | ToCh)dy(》)， 网 由 (6) 我 
们 得 
| | 
CD 3 
=E|f C0) -TC Yay) | 
4 
= {ch dR) 


—* 0 【了 一 co) 


1 t 工 
-二 全 sras 一 人 1 oo0), (8 








其 次 ， 由 如 C* ) 的 谱 分 解 可 得 
证 上 : BlT GT 一 人 全 esrdrjdF 2 
-| dC)AFC) 


— {odFC) 
=F(0+)— FCO0), (C9) 
丰 ( 8 ) 及 ( 6 ) 得 


~ 2 1 到 全 
五 | | lim | a 


| 
dg! 
-+ | 


lim [CdCIAFC = POO +) FOO). 


C10) 
证 较 (9 (to2) 即 得 ( 3 )， 
和 由 此 定理 立 得 
定理 2 设 iw， 一 ce 所 工 所 co 为 均 方 连续 平稳 过 程 。 贴 
. 1 t » 
ji E| 二 | ， XAs—m| =0 (11) 


的 充 要 条 性 为 {x 的 谱 函 数 天 (X) 在 和 一 0 点 连续 ， 或 等 价 地 为 





， 1 1 Ke 一 

lim | KC dr 0, (12) 
证 明 由 (9 ) 知 条 件 (12) 等 价 于 FLX) 在 和 一 0 点 连续 ， 

其 次 ， 和 如 (12) 成 立 ， 由 定理 拓 El71= 人 0， 敬 (11) 成 立 。 反之， 

如 (11) 成 立 ， 由 均 方 极限 的 唯一 性 知已 = 0 ， 故 (12) 成 立 。 
读者 注意 ，{x 的 诺 函 数 厂 (入 ) 在 和 == 0 点 连续 等 价 于 随机 

谱 画 数 {7(》 为 在 = 0 点 均 方 运 给 .此 外 ， 窒 交 定理 1 《从 而 

定理 2 ) 的 证 明 可 发 现 用 证 |， 代 将 (2 ),( 3) 中 的 二 -| ，， 


一 下 


" 31， 


| 


定理 的 缮 论 仍 或 立 ， 前 者 为 实际 中 常用 的 形式 。 由 (117 生 
。 1 t 
po (|) 


因此 当 ! 完 分 大 时 ， 就 可 用 % 对 时 间 的 平均 值 代 圭 m。 
例 1 设 %==.Acoshi 十 Bsinht 为 37,3 例 3 的 实 值 平稳 过 程 ， 
则 站 (CT) 二 BC7T)==eoshT, 它 满足 定理 的 条 件 (12) 式 。 故 我们 有 


|,d 0 (0), 

作为 定理 2 的 羔 用 ， 我 们 考虑 如 何 根据 观测 值 计 算 平 稳 序 列 
{xm 的 二 土 1，… 的 相关 函数 Br)。 不 失 一 般 性 ， 设 
Xo 一 0。 定义 新 的 序列 

Di XrerXis =0, +], , C13) 

假定 对 任意 夯 定 的 TY， {wt 邓 为 平稳 过 程 ， 邯 假定 Earl ee 

且 请 Cm) 二 Boro0: 不 依赖 于 &。 

定理 3 当 和 且 仅 当 


lim HT 之 RCm)=|IBCT 7) 半 «14) 
a 二 =- 
时 ， 成 立 
性 a 
lim FE 二 » Xs BC TY) 一 0 , (15) 
neo 趾 = 省 


证 明 ” 由 设 {0ma) 为 玫 稳 过 程 , wn 一 Rx.X 二 BCT) 与 上 无 
关 ， 战 由 定理 3 及 其 下 的 注意 可 知 (15) 成 立 的 充 要 条 件 为 


E09 


Jim 守卫 全 Blew BD BU 0. 


易 见 上 式 等 价 于 (14) 成 立 。 

条 件 (14) 涉 及 原 过 程 1x;} 的 四 阶 官 ， 对 就 用 pe EE 
{fx} 为 正 态 过 程 时 ， 中 玉 其 有 限 维 分 布 可 由 前 二 阶 矩 协定 ， 这 
可 望 条 件 (15) 化 为 只 涉 互 前 二 阶 矩 的 展 式 ， 这 就 是 下 罗 的 定理 ， 
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定理 4 设 必 mw #=0,， +1， 小 为 实 倡 正 态 平稳 过 程 ， 
Ex 0., 刘 果 
lim 元 十 工 2 BE) 0， (16) 


ho 


出 到 一 戎 t=0， 土 1]， 土 2，*…， 有 
昌 


1 _- 
lim 轨 二 十 工 入 wena BCT) | =0. (17) 


证 明 ” 国 {%» 为 正 态 过 程 ， 恋 它 是 强 平 稳 正 六 过 程 。 叉 因 
Exse 0 ， 于 是 我 们 有 
Elxixirxw = xx Err Ex Ex rt ExxR xr, 

所 以 | 

E{xrxrr mim — ECT tBu 

+ B(mt * Bm— * ), (C18) 
扯 焉 可见 ， 如 仿 04 王 Xrxrye， 则 
El)’= F(XEXRrr) ono, 

再 (GOD 一 区 (2KX5HXWrogxrorr 与 站 和 无关， 因此 to 站 汶 
平稳 过 程 。 于 是 由 定理 。3 知 ， 为 证 (17) 只 需 证 明 (16) 可 推出 (i142 
即 可 。 

今 设 (16) 成 立 。 则 对 任 一 T 有 


[7 


, 1 . 
lim 怕 主 十 2 CACRt T= 0. {19) 


由 于 对 任意 实 数 吕 ， 志 ， 恒 有 |obl 委 全 十 姑 ， 故 
IBC(m+ THCm— TNELPCm+t TTLB Cm ~ +)? 


(0201 
-要 C18)， (19)，(20) 得 


1 

到 十 工 2 E {mrim) 

CHET TINHTT YY Bm 
1 二 放 





-a I = 





+Bim+ TIB(m— tT 
CHOOT (noo), 
直 即 (14) 式 ， 


37.5 平稳 序列 的 线性 预测 
在 预测 论 中 ， 经 常 查 过 到 如 下 的 问题 . 
(1) 预测 
假定 我 们 所 关心 的 随机 过 程 {x 在 时 刻 4 伍 Cm，#。] 的 值 已 被 
岗 测 到 ， 如 何 根 据 这 批 观测 结果 ， 去 估计 (预测) 过程 在 未 来 时 
让 疙 9 的 值 x 避 
《2) 内 揪 
假定 我 们 的 观测 数据 1x。 hnE ca，m3} 由 于 遗 滤 或 其 它 原因 
而 残 马 不 全 ， 重 如 某 x: 值 丢失 ，; 与 C4，#,]。 如 何 根据 我 们 现 有 
的 更 测 值 x。 去 补 爹 〔 内 揪 ) 缺 什 x,? 
《3) 滤波 ' 
一 般 说 来 ， 观 测 值 x% 是 由 信号 5, 和 干 夭 5 混杂 而 成， 假设 x。 
可 吉成 
Ka tat En TIE ss 


如 何 根据 {Xs，。#EE Csi 4 把 干扰 Eo 滤 掉 ， 进而 求 出 有 用 得 号 


-2 

本 节 仅 限于 讨论 ( 1 7。 

‘一 ) 平稳 序列 的 灌 测 

预测 问题 的 一 般 提 法 为 如 何 对 以 往 积 累 的 历史 强 测 数据 进行 
人 分析， 进而 确定 出 适当 的 数学 模型 ， 然 后 再 很 据 选 好 的 模型 对 未 
来 可 能 出 现 的 结果 作出 预测 。 

设 {xs n=0, 1, 为 我 们 所 关心 的 过 程 ， 本 节 恒 设 
{x 光平 稳 序 列 有 旦 3% 二 0， 我 们 的 问题 是 已 期 X_n al …， 
of 上 可 到 oo 入 要 预测 Xn( f > 0 )， 令 乞 为 %: 的 预测 导 ， 它 是 与 
{Xx 一 六 友情 夺 0} 有 关 的 区 数 ， 而 且 自 然 要 求 和 与 x 的 误差 应 
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是 “最小”"。 所谓 最 小 可 以 有 各 种 标准 ， 视 其 体 问题 而 定 。 内 为 我 
们 所 考虑 的 过 程 为 肛 平 稳 过 程 ， 收 这 里 规定 使 均 方 误 差 包 |%。 一 
2 让 到 最 小 作为 窗 量 预报 的 最 优 指 标 。 下 面 我 们 给 出 $, 的 确切 
定义 。 令 - 
ND)= {9m)19 为 0(xi， 一 和 N 近 上 所 0) 可 测 随 机 变量 
且 EIAco}, 
国定 4 汪 0， 称 满足 下 列 笨 件 的 各 ECN): 


Flix inf Flxs— 9 C1 } 
gt 


为 1xk 一 站 秋天 委 07 订 2 的 最 做 【 均 方 ) 预报 值 。 
注 登 ， 满 是 C1) 的 各 与.FCN) 在 等 价 意 闵 下 是 瞧 一 的 。 实际: 
上 ， 如 EE8CN) 也 浇 品 ( 1)。 仿 


d= nt Elxe— 91, 


则 ， 
ER 一 x 瓦 )2xe 一 这 一 % 革 一 2 (Exs,—N + Blix — XM) 
=4d. (2) 


因为 二 ( 多 十 JEEFLY) 夏 刁 |> 一 六 (2 db 所 以 、 


局 12xo 一 各 一 zx 各 一 4 互 lxo 一 二 (So 十 xg)|2>4d。 


代入 ( 2 ) 得 

Fl — X=4d— Fllx— Rx ddd = 0, (3) 
由 ( 3 ) 并 应 用 切 比 谢 夫 不 等 式 可 得 

P (iAx) = 0, 

读者 注意 ， 叭 一 性 的 证 明 中 没有 用 到 {x} 的 平稳 性 ， 只 需 
了 FCN) 为 线性 当即 十 .下 面 的 定理 也 如 直 , 国 此 可 将 定理 中 的 {xx} 
摘 盛 任何 二 防 矩 序列 ， 将 8() 换 成 与 { 必 有 关 的 线性 集 ， 

定理 1 tw， 一 点 所 有 所 0) 对 纪 的 最 优 预 报 利 为 

和 一 站 Csslx-w， 0) 《4》 





且 是 唯一 的 (在 等 价 意义 下 )。 
证 明 令 多 二 5 (xns oy E23 企 取 5s 祈 CND)， 虽 
ECL(xe— GI= EL{x,— ECXl BS) I+ EC{RC,| 
F)— gE — Ex {BCX )— 


g}| 多 y, «5) 
国 为 已 (xj 多) 一 了 为 允 可 测 ， 获 (5 ) 右 方 第 三 项 等 于 

2 {Flx|)— 9g} FEEx— E(xsl I= 0., C6) 
出 (5 )， 《6 ) 得 


Ellx— 0) gm ECLlx,— E(x NT, 
对 于 式 两 过 到 数学 期 望 得 
Er OFCX ECX, 

由 8 的 尾 洛 狂 得 证 ( 4 )。 各 的 唯一 性 前 面 已 证 ，。 

定理 1 虽然 解决 了 最 优 政 报 值 问题 ， 但 由 于 ECxslx-ns oa 
药 具 体 表 达 式 不 清楚 ， 其 实用 价 信 不 天。 因此， 下 面 我 们 改 为 考 、 
典当 g 可 表 为 {x+， 一 入 把 6 所 0} 的 线性 函数 的 情形 ， 这 蚌 较 为 
适 单 有 用 的 形式 ， 基 预测 公式 只 涉 太 过 程 的 前 二 阶 矩 ， 

‘二 ) 平稳 序列 的 线性 预测 

令 


wm 一 | 了 CiXi-nacfg 0 让) 实数 \, 


友 
-1 了 xa 及 其 均 方 极限 ， 其 中 外 之 1， m0， 


sl 
Cs 为 实 并 


多 :一 人 co) 
街 定 尽 知 ， 在 均 方 由 化 意 兴 下 ， 充 (1W ) 及 多 都 是 允 : 的 闭 线 性 子 
空间 。 我们 的 门 题 为 已 扼 改 s， 一 上 魏 关 生 0) 基 已 给 站 全， 寻 
求知 己 吕 (CN) 局 
* 319 。 


五 |%a 一 充 中 一 inf 
FE 


称 满足 (7) 的 各 为 {Xi， 一 入 所 户 太 0) 对 x 的 最 优 线性 预报 值 。 
类 似 雇 ， 可 定居 {Xt， 一 ce 所 Rs 扫 0 对 xx 的 最 优 线 性 预报 值 。 

下 面 的 两 个 定理 分 别 指出 满足 ! 7 ) 的 名 在 等 价 意 祥 下 办- 一 看 
在 ， 且 当 { 人 ze 上 二 0， 土 1，… 为 正 态 平 稳 序 列 时 ， 最 优 线性 
预报 值 与 最 优 驯 报 值 重 会 . 

定理 2 设 XxEE.,， 旭 

《ii 存在 唯一 的 &EE 多 (YY)， 使 


Elxs— Yl (C79 
Ny 


Elx—X= inf Elx— | (8) 

PE UN) 
(i) EECN) 满 足 (8 ) 的 充 要 条 种 为 对 一 切 y 己 庆 (N), 有 
E(x =0. <9) 

证 明 (i) 令 | 
d= inf Elx—y|, 
| ERELN) 
选 到 ECN)， 使 

dim Elx*—yvl =d., C10 


对 任意 4 ，v， 我 们 有 
Ely— yt El2x— yh — yo 2 x — y+ Elx— 
Jy (11) 


因 寺 (办 十 yw)E 和 CNW)， 故 


El2x—y,— yl dE ty dd, 


检 入 (C11) 得 
Ely— yl 2 {FI yt Elx — yl — dd. 
由 (10) 上 式 右 方 当 #，V 一 co 时 趋 于 零 。 从 而 存在 EE 居 (入) 后 





Ls 、 工 
0)。 下 一 y 一 和 一 于 是 出 C10) 知 
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Elx 一 个 一 1im Ex — yd. 


唯一 性 的 证 明 与 定理 1 的 相 阿 。 

dii》 充分 性 ， 设 (C9) 成 站 。 则 对 任 一 y 伺 完 (N)， 有 

Flx— y= EX Ey 
因 一 y 忆 WCN)， 邦 由 (C92) 知 上 式 方 第 二 项 等 于 替 。 久 以 

Elx— SP= ElX H+ El yl ElYC— 人 | 

人 可见 % 满 足 C 8 2， 

必要 性 ， 设 满足 C83)，。 如 存在 y 乞 守 CN) 侍 
ECX 一 和 y= 二 0 志 全 ， 则 EL21 二 0。 下 证 随机 变量 


ey {12} 


满足 ( 8 )， 因 而 # 不 可 能 是 * 的 最 访 线 性 预报 秆 ,， 注 意 ** 丘 关 " 
CN)， 由 (12) 





所 以 
Elx*—x l= ElCx—)— (x —i)l 
一 吾 | 交 一介 ?十 Elx*—i :2 x) 
na Fy QCx 一 交 
-< 
a 
ElyE 
定理 2 的 简单 几何 解释 如 下 ， 视 多 :为 癌 量 空间 并 定居 儿 , 囊 " 
的 内 积 为 C(x， )=Exy，x 的 范 数 为 |x [|=Y 豆 x5 x 与 》 的 
距离 为 || x 一 了 | ， 称 x 与 正 变 (或 竹 直 )， 如 (x，yY) 一 0。 定 
理 2 指出 ,对 任 一 x 与 多 ,, 存在 唯一 的 + 学 (N), 使 六 离 * 最 近 . 
此 # 即 是 使 x 一 # 仆 直 于 多 (CN) 中 的 一 切 向 量 ， 如 图 17 所 示 ， 换 言 
之 ，* 屁 x 在 训 (NN) 中 的 投影 . 
读者 注意 ， 定 理 的 证 明 只 用 到 党 CN ) 为 线性 闭 集 这 条件, 


" B21 + 


一 下 | x 一 名 ?一 EIXC— | 





图 17 

故 以 久 或 者 2 的 其 它 钱 人 性 闭 子 华 代 埠 入 (CNW)?， 定 理 3 的 缚 论 仍 
成 立 。 ， 

例 T 设 x,，xs 为 西 个 二 阶 甜 变量 ， 其 沟 信 ht,，h,， 方 阔 o3， 

















人 3 及 互 协 方 状 01,== 忆 (x 一 上 (xs 一 上 4) 都 已 知 ， 
求 和 二 8 十 hx,C8，$ 实 数 ) 使 户 |x 一 全 晤 小。 
令 这 0 一 40 十 bxst G0， 上 实数 );， 坡 
y= at hb (rH 
C9) 
五 人 一 (人 十 pa {at ox mh om0, 
在 上 式 中 先 令 4 二 1， 5 二 0 后 令 4==0， 5 二 1 可 得 
EX,=a.FhR fh, 





及 os=bos, 
故 

~ 局 .。 . 

多 一 册 一 人 .十 DX 


OU 
一 HL, 十 忆 六 Co, HL) 
2 


例 2 设 x 的 均值 与 方 荆 已 知 ， 在 没有 其 它 依 息 的 情况 下 ， 
求实 数 # 使 瑟 |x 一 让 最 小 
念 久 一 (一 cc ceo)， 出 t 9) 
ECX—X)Y = 0 yEP,, 
了 可 3? 一 1， 得 五 X 一 五 交 一 允 


5 
， 二 


Ps 


注意 ， 定 理 1 fx， 六 袜 E< 宝 0 对 入 的 最 优 顶 报 值 
rw 未必 属于 ECN)， 但 如 fx 上 二 0， 土 1} 
为 正 态 序列 ， 央 巨 (xsl%.n，…、，20) 三 这 (NN)。 这 基因 为 

定理 3 设 (/，Es，…，&E,) 为 # 维 正 态 向 最 ,EE&4= 9。 则 


nH”~1 


P(EsE;, Ess'"-, Es-:) 一 2) CrEre 


良 =] 

其 中 cs 是 实数 。 

证 上 明 移 取 伴 ( 所 3) 个 随机 变 最 e Ba， …。， en 
清 足 全 

《8 ) 每 个 e 为 E， …，E ;1 的 线性 组 会 3 

(b) Bee bi,s 

(Cc) 每 个 Ei( 1 各 上 各 一 1) 为 6j，:'，68% 的 线性 组 台 。 

令 B: 一 上 Ese; 评 记 

党 一 {9(@): 9g 淘 0(5，…， 1 可 测 随机 谈 量 且 Elg 
一 9900)18 为 9 (ey em) 可 测 请 机 恋 量 HF gj 一 -ao)， 


由 (8. 2 Pie, ee 下 者 而 地 又 


mt 
(~ >» Pie; 上 0 1 
zi = 1] 


各 6， 6 em 可 各 下 求 得 ， 设 名 扫 8 和 = DC， 在 ED 
中， 和 如 基 5; = 下 或 者 让 可 要 其 前 面 能 变 明 5 天 ，…， 上 -1 的 缠 性 
组 全 表示 ， 刚 将 E: 去 掉 。 设 简 下 出 针 有 俯 个 。 焉 妨 过 为 Esls Ergr ‘rs Er 
其 中 Ey =E， 几 上 可 节选 法 知 S Sp ry 5 线性 范 渗 ， 定 疼 





5 一 人 一 Rs 
人 (CFzRy lt " 
1 
其 由 26 = 一》 epJPeerkiD， 则 24 半 日 朋 有一 8z, 可 由 L，e2，，ei.1 的 线性 组 
1 = 1 


售 严 未， 得 一 旺 可 出 针 ， ks 4 的 名 性 组 台 表 承 ， 椒 难 让 明 Ee ee 8 有 


,823 。 


mm 


故 &。 一 7》 Pies 与 6; 独 立 , 从 而 也 与 3E 和 独立 。 于 是 对 任 .-g 


i=1 


三 属 ， 我 们 有 


FlE,— gl 一 











(C13) 


由 (13) 及 定理 1 上 看 的 注 可 知 ，5， 有 8，…， 引 对 中 的 最 优 驯 报 
值 为 








mt 


E(t,lE, "py Es.1) = > 月 er。 


t= 上 
困 为 8: 是 EE,， "ny EE. 的 线性 组 合 ， 故 定理 得 证 . 
例 3 考虑 # = 2 的 情形 ， 设 (1,，5,) 为 均 慎 等 于 零 的 正六 
向 量 。 人 SDE =0?, 则 在 已 知 5, 二 x 下 ，, 的 条 忻 分 布 密度 为 





1 。 也 
fF (Cx,|x1) = Faexp {~— 其 天 } — coTN eo, 


其 中 
1 一 -全 xu r -所 o =0 1 一 天。 
故 
下 (8 一) = {waf Ca ) dr, 
= 
Es x 
换言之 


» I2d 。 





E(B) = 6©, C14) 
关于 这 方面 的 进一步 论述 可 参看 C7 ]， 


$7.6 平稳 正 恋 马尔 科 去 过 程 


如 不 声明 ， 本 节 恒 设 必 一 ee 所 上 <co) 为 实 平稳 过 程 , 三 xyr 
一 0 且 瑟 (0) 押 0 。 如 人 xy 是 正 态 过 程 ， 则 强 平 稳 与 如 平稳 等 
价 。 下面 考 央 平稳 正 态 过 程 何 时 成 为 马 氏 过 程 并 娃 论 其 简单 性 
定义 
hd 下 
R(t)= = = 人 
并 称 民 CT 7) 为 4 的 标准 相关 函数 。 
定理 1 设 {x 为 平稳 正 态 过 程 ， 则 {%? 是 马 氏 过 程 的 充 要 
~ 条 件 为 对 任意 过 > 0， Ts 之 0 有 
R{T+T = RTDRIT,). 1) 
证 了 明 充分 性 ， 设 (1 ) 成 立 。 念 委 1 二 4， 则 
Ew— RON tx)x = xx ROW — ft YEwx = Ex 
CR{#4—#)— Ru—1)R(Ct~s)=0, (2) 
可 见 对 任意 共和. 的 最 优 线 
性 预报 付 交 为 
:= RH —t,) Xe, 
由 于 他 4 是 正 态 过 程 ， 据 87.5 定 理 23， 包 重合 于 {x， 工 三 1 < 二 
#8 ， 对 和 ;的 最 优 预 报 值 为 ECxolxt,，…，x,,)。 放 得 
五 (est 1 Ke) = RH Hs) Xe 
EEX, a 
Exi 
= E(x; ), 


站 当时 1 的 和 革 体 线性 表述 式 见 严 土 健 等 甘 * 慨 率 论 
基础 名 第 331 责 例 7 了 。 
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最 后 一 个 等 式 是 由 前 节 ({14) 式 得 到 。 可 见 {xy 是 马 氏 过 程 。 这 里 
用 到 如 下 事实 ， 知 fy 是 平稳 正 森 过 程 ， 则 马 氏 性 等 价 于 
Ef{xims ws Ko E(x ), 

其 中 0 雪村 之 二 之 芝 本 芝 这 一 事实 留 作 习 古 ， 

必要 和 性， 设 {x 为 马 氏 过 程 。 册 87.5 便 1 知 ; 对 任意 3 过 
fs ， 

F(x XO= E(x = RC Oo t Ye (3) 
以 各 莱 上 式 的 两 边 青 取 数 学 期 望 ， 得 
Exx = RHO— tt ) Px, 
两 边 除 以 上 (0 ) 得 
ROW—s)= RC — 1)r(1t—s), 

此 即 ( + ) 式 。 

对 平稳 正 态 马 氏 过 程 {x2， 册 马 氏 性 及 (3 ) 也 可 知 ， 对 4 六 
1 有 





EE{xvlsry st = F(XX) = RC 4 一 {OX 
摘 言 之 ， 已 知 全 部 ti。， 8 所 1 对 x 的 最 优 线性 预测 值 只 依赖 于 
最 后 奎 刻 的 观测 值 xr。 
定理 2 设 {*+ 为 平稳 正 态 过 程 ， 则 (tx 是 均 方 连 续 的 马 氏 
过 程 的 充 到 条 性 为 其 相关 系数 


BCT)=e BO o> 0 常数 ， (4 
对 {z， 和 一 0 十 1， 人 则 ( 4 2) 慌 为 
号 (=a Bt0) lals1. 《5 ) 


证 了 设 4 为 均 方 连续 蕊 氏 这 程 由 $7,2 性 质 2 印 
B17) 为 连续 测 数 ， 从 而 人 KT 》 连续 县 由 定理 1 知 RRC*) 满足 
(C12) 式 ， 由 此 和 解 得 

R(T)=e", IO TR0 
或 
BltTI=e" BO0), 
由 于 吾 ( 一 T) 一 五 (T) 市 工 式 邵 得 (4)。 
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反之 ， 刘 4 ) 戌 立 。 则 对 任意 站 0 ，P>0， 有 
有 (Ti 十 一 0) 
BTOBOT) 
BC0) 2? 
将 上 式 酚 边 除 以 (0 ) 得 
RTITT) = ROTIRTY, 

从 而 由 定理 1 知 {x 为 马 氏 过程， 其 次 由 ( 4 ) 知 如 (7 连续， 故 
x 均 方 连续 ， ， 





对 1xoy 的 士 1y 的 情形 ， 让 (1 得 
= 
Be BDO) 
ah =0", 站 22， C6) 
BC1) 站 
其 中 = 一 万 PTD ] 2 | 一 oy 所 1 。 由 ( 6 1 即 得 


Crane so 土 1， 土 3，…。 
反之 ， 如 (5 ) 成 立 ， 则 


RCn)=B oa", 《7 ) 


由 (7 ) 即 知 ( 1 ) 成 立 ， 定 理 证 毕 。 

以 下 讨论 样本 画 数 的 件 质 。 

定理 3 设 {z/ 为 可 分 平稳 正 态 过 程 ， 如 施 在 常数 。 > 0 及 
e 0 使 





IB(r -BLONEelth, (8) 


上 几乎 记 有 的 样本 函数 是 连 红 的 ， 


证 明 ”这 是 $2.3 定 理 4 的 直接 结果 . 
定理 4 ”可 分 均 广 连 忽 的 衬 稳 正 态 马 氏 过 程 其 样本 函数 以 概 
这 1 连 钱 ， 
证 明 ”和 定理 2 知 ， 过 程 的 相关 函数 满足 定理 3 的 条 性 。 
景 后 我 们 指出 
定理 5 ”对 任 一 均 方 连 然 的 平稳 正 态 马 氏 过 程 (x;})， 有 
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1 
2 一 站 


其 中 m= 二 x。 
证 明 所 87.4 定 理 2， 只 需 验 证 


。 1 人 _ 
lim oy {KC Ydr 个 


feo 


二 
各 sm 【| > co ), 


. 即 本 ， 基 中 KCT)= EY 一)(X— mm) 
令 入 一 oo 一 各， 则 人 1 站 也 是 均 方 连 鳅 的 平稳 正 态 马 氏 和 过程， 
其 相关 函数 BT = 下 (YY 7)。 政 贞 定 理 3 竹 
KlT)=e "KC(0) az0。 
从 面 ， 


1 1 fF or 
Ea RDarc 人 eco 


-0 一 co)]。 


87.7 强 平 稳 过 程 | 

强 平 稳 过 程 的 定 光 已 在 8&87.2 中 讨论 过 了 ， 本 季 主 避 研究 强 
平稳 过 程 的 保 测 集 变 殴 ， 大 数 定理 与 遍历 性 等 ， 本 节 疙 假设 过 程 
是 取 实 值 的 . | 

(一 离散 参数 情形 

投 {x/，! 忆 站 是 概率 空间 ( 介 ，F， 了 PP) 上 的 强 平稳 过 程 ， 和 参 
数 集 了 一 (0，1，2，3，…)。 

《1) 探测 集 变 找 
在 $7.2 习 题 14 中 ,， 取 s 一 1 4 二 i 语 一 1， 了 一 Js， 其 中 BB, 为 
# 维 Borel 集 ， 刚 得 

PK DD, oy Ks ONDEB)= Px om), pe swap) 

EB,). (1) 
《1D 式 可 如 下 理解 ， 在 F(XnC@)，n 庆 0 ) 的 全 体 有 穷 维 福 集 态 

和 这 里 有 筑 维 柱 集 指 形 大 [xm to ， 人， 这 4 的 烘 癌 。 
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的 梨 类 C 上 定义 一 个 到 月 身 的 -- 步 推移 变换 7 了， 满足 条件 

T KA OY, oy a DER) EC DY), 1 Kal tw)) 

EB,), (2) 
这 里 4 二 8B 表示 PCA4AB)= P(A\B)+ P(EBVA)=0。(2) 式 
表明 ， 在 C 上 个 保持 测度 不 变 . . 

自然 产生 下 而 几 个 问题 ， 

( 4) 既然 了 已 在 C 上 有 定义 ， 能 否 合理 地 扩大 它 的 定义 域 
到 全 77 {xo，f 尖 0}. 上 (C.F! 宕 关于 的 完备 化 0 代数 )? 

(CB) 平稳 过 程 与 保 测 集 变 换 有 和 何 关系 ? 

本 节 只 回答 问题 (A)，(B) 的 回答 可 参看 C 12 第 七 章 . 

我 们 先 从 保 测 集 变换 的 定义 开始 。 

取 了 8 的 子 9 代 狼 电 ， 考 虑 概率 空间 (QQ， 互 ，P)， 了 为 完备 
测度 。 设 了 为 把 瑟 中 的 集 变 到 五 中 的 集 变换 ， 如 果 它 满足 下 列 条 
” 件 ， 就 称 了 为 保 测 冶 变换 . 

1” 设 4 是 4 的 象 ， 旭 4 也 是 4 的 象 的 充 枫 条件 是 己 (4A 
-4 一 0 

2 P(A)=P(T4), 


3 al () 4 U TA,, 《3) 
验 = 1 如 = 1 
7 了 TB 二 DT A, 《4》 
涂 3 有 人 尝 的 对 偶 规 则 推出 
7( 门 < 站 了 4。， (5) 
n=1 好 一 工 
TOA= TOA AND ST AUT(O\ADND= 0, (6) 
TQ=Q, 


并 且 如 4IC 4 ， 则 7 4C7 4 和 陈 可 能 盖 一 零 测 集 外 )。 
如 果 每 一 互 可 测 集 了 都 是 某 互 可 测 集 4 在 变换 ?了 下 的 象 ， 则 
可 定义 逆 变 换个 ， 了 ZZ 也 足 保 测 集 上 溉 换 ， 此 时 称 了 为 可 道 保 测 集 
" #29 。 


于 是 ， 保 测 集 变换 了 将 G 代数 品 变 为 子 避 代数 了 五 。 利 用 了 

可 以 定义 保 测 业 变换 
人 一 

如 了 可 道 ， 则 上 和 式 中 的 吕 可 为 任意 整数 ， 

了 以 自然 的 方式 派生 五 中 集 的 示 性 函 驶 的 变换 ， 如 4 一 了 4， 
则 定 光子 Ads 

定理 1 次 {xs，# 守 0) 为 强 平稳 序 烈 ， 则 必 存 在 唯一 的 保 
测 集 变换 了 了 ， 它 定义 在 .多 {x。，。# 守 0)} 上 。 且 对 任意 BE 咖 | 及 
nn 社 0， 有 





T {XEB)=(x, ED), 7) 
证 分 成 几 步 。 “ 
第 一 步 “ 以 C 表 全 休 柱 集 
| [COs No) BY 
所 戒 的 代数 ， 吾 :为 维 Borel 集 ，R 一 TI，2，…， 定 以 自 性 到 
中 的 集 变 换 了 了 
了 [xu re Wo)EBTLCNs re or)EBel, C8) 
好 全 在 C 上 是 保 距 的 变换 ， 即 
PteoAc)= PTeATe,). (C9) 
(由 附录 (一 ) 定 理 8 知 P(ecrA 作 co) 定义 距离 dC0/，51))。 
宰 际 上 ， 设 ci= (Cxas Xa)EEBPICiT=1， 2).. 
由 于 人性 一 志 维 柱 集 可 着 成 # 维 柱 集 (m 翅 # )， 吉 不 妨 设 是 标 n， 
…， 9 对 二 柱 集 是 相间 的 。 显然 
CC (10) 
由 序列 的 平稳 性 
Pl{lcwes)= Pix oo, KodERPNB'Y) 
= P(x EBE NBY) 
= PlTe fTe,), C11) 
由 于 柱 集 的 补 集 仍 建 柱 集 ， 郁 由 C10)，(11)。 
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PleAie)= Pee)+ eo (Cetie,) 
=P(TeofNtTe))+ POTe) NTe,) 
= PlToATe,). 
第 二 步 ” 扩 大 了 的 定义 域 到 全 .8 {xo。。 #8 法 0) 上 。 因 后 者 
是 包含 代数 C 的 最 小 a 代数 的 完备 化 ， 由 附录 (一 ) 定 理 9 扼 对 每 
一 AE.F' fr， 20)》， 必 有 存在 ceEC， 使 局 (cd) 一 0， 故 
| PTesATe) = P(e Ac) > 0, (m, no0), 
由 附录 (一 ) 定 理 8 知 存在 集 DE.F' xs， #1 守 0}， 使 PlTes 人 A 
万 ) 一 0 一 ce)。 我 们 定 沈 
TA= 万。 《127 
注意 ，DD 与 {cw 的 选 反 无关， 事实 上 , 设 另 有 一 列 S.SC 使 已 (Er 
和 六 A) 一 90， 令 信 ,所 决定 的 集 为 方 ， 合并 {cw}， 16,} 而 得 一 新 列 
1E.} = {C1, CE, Cs Ga- 则 P(E,AA)-> 0 。 设 伦 。) 所 决 
定 的 集 为 个， 则 因 tc。y ， as。) 都 是 {8} 的 子 列 而 有 
D=B=5. 
第 三 步 ” 下 证 由 (C12) 定义 的 TT 在 FF xan，# 法 0} 上 是 保 油 
集 变 换 。 即 要 验证 1 ，2 和 3" 成 立 。 
1” 由 了 的 定义 是 显然 的 。 
2” 由 8) 及 序 烈 的 平稳 性 ， 已 畴 卫 在 CG 上 保 测度 ， 故 对 任 
意 A 己 .F880}， 有 


PTA)Y= PtD)= lim PlTew)= lim Ple) = PCA). 


3” 试 证 C3), 《4) 成 立 ， 先 证 
TOAUAD=STAUTA,, (13) 
取 c ECCi 二 1，2), 使 
PlAAMNCDI > 0, PlAAMNCD) O(N—o), 
于 是 
PIOCAUADACeR Ue))-» 0, 
由 此 及 定 头 (12) ， 
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POTCAUANATCD LUc 3 一 -0 , 
易 见 在 柱 集 所 成 的 集 族 COC 上 ， 了 满足 (18) ， 故 


PCTCAUADATeR UIT) —— 0., (14) 
另 一 方面 ， 由 PAATe)- -= 0,P(TAATcH)- 一 > 0 得 
PUTAUTANACTeYUTeS))—> 0. (15) 


比较 (14 ， 15》 并 利用 在 距离 4 十 极限 的 唯一 性 知 (13》 
成 立 ， 
由 (13) 及 归纳 法 得 


7( (J 44- (J Tha. (16》 
1 = 1 . =|] 
在 《8) 中 取 Bi= (上 维 实 数 空 间 )， 得 

了 如 二 日。 (17) 


由 (17)，(13》 得 
QTO= TCAUAV=TAUTA. 
由 2* 及 (16) 有 
1=P(T(AUAD))= PCTAUTA) 
= PtTA)+ PCTA) ~ P(TATA') 
=P(A)+P(A)— PITATA), 
故 了 了 .47 和 一个 ， 
综 上 得 
{TAY =T4, 
故 (4) 符 证 。 又 因 
(TAA TCA A = TCOATNIAN=TA LIT Ar 
(TAYUCTAY STANTA,), 


T(AAN=TANTA,, (18) 
TAAAN= TA A AAN =TAAMIT A,A' 
=TATAUT AT A = AAT .4,, (19) 
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[ms im 9 
现在 可 以 证 明 《〈《3) 。 np( UU 4A (J 4 Cm) 
HH=1 R= 


由 L16)，(19) 及 2 得 


"(Dd 7) 


的 拓 


一 r( AA lJ 4 让 0), (20) 
= 1 此 二 了 
男 一 方面 ， 显 然 有 
cf (J cas A( UU 74。 六 0 C21) 
HH=1] = 二 1 


比 搁 (20)，(21)》 有 即 得 证 (3)， 

在 C8) 中 取 训 一 1， 遇见 了 TT 满足 (7) 式 。 综 上 可 见 如 上 
定义 的 是 油 足 定理 要 求 的 . 

第 四 步 ” 叭 一 性 ， 妈 要 证 ， 由 《12) 定义 的 了 是 清 足 定理 性 
求 的 唯一 保 测 集 变换 ， 

设 若 二 保 测 集 变 换 了 ,， 了 :都 满足 《7) ， 于 是 

T(xsE B= 人 EB), i ==1， 3， 

由 {5》 得 

Tx EB 1 wo EB,) 

a oy Xa rEBn), 
其 中 BE 多 ,，1 = 一 1，…， 出 。 再 由 入 - 款 方 法 可 见 ， 对 每 一 
TA 8) 者 成立。 这 说 明了 ，7: 在 必 上 一 教 。 对 一 般 的 /AE 
{x 0)， 取 coEC 使 Pico 0 由 人 的 保 测 性 ， 
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下 【Tem 六 下 CH -0), 
由 此 式 及 Ticm 二 个 cm， 得 7 二 了 ,A 
《IEI) 不 变 5 代 数 
由 附录 (一) 定理 3 可 兄 ， 对 任 一 关于 FF xs，# 守 0} 可 
测 的 xC@)， 必 存在 无 窃 维 Borel 可 测 画 数 了 [yo rr， yn， 
使 
XO KO), FO), Ka) 1 ), {22) 
这 种 了 可 能 不 唯一 。 
定 光 1 称 *( 吕 m) 美 于 强 平 稳 序 列 {x,，# z20)》 不 变 的 ， 若 
至 少 存在 一 个 上 使 《22) 及 下 式 
fw Dm) wD) 2 1) 
= fxm Xa) ss XD) Bae: 《28 
对 任意 整数 疡 成 立 。 
由 该 定 尖 可见， 和 如 x 《@) 不 变 。 则 
《的 一 于 (人 四) Kalm), "ae., 
故 它 上 只 依 事 于 序列 的 尾 项 {xx( 中)，xi4C®)，…， 其 中居 为 任 


意 非 负 整 数 。 因 此 x(o)E 门 地 (xm 六 请。 
hk 
定 兴 2 由 关于 强 平稳 序列 {x。，# 守 0} 不 变 的 全 体 x(w) 
所 产生 的 0 - 代 煞 称 为 关于 {xmw 1 荆 0) 的 不 变 5 民 数 。 
以 多 记 不 变 cc- 代数， 显 航 多 王 门 机 tx， 匡 之 下 )。 多 中 


由 
的 集 称 为 不 变 集 。 , 
例 1 对 强 平稳 序列 {x,，+# 守 0}, 令 5,= 3 wp 
三 轴 
一 Se 
一 了 -一 到 ,一 1 
站 n eo 和 


本 一 (中 :| 二， 
于 是 半 ， 都 是 不 灾 随 机变 曙 ， 南 .4 为 不 变 集 。 实 际 .F， 只 要 
"384 4: 








令 
lirm 1 全 一 
320 A i > Viy YE nD,, (24) 
y 一 自 
ul X= 子 (Xe Yl ). (25) 
对 任意 kk 守 0， 有 
a ~ lim 1 二 lim, 1 
| i 了 。 co 二 2 [是 
由 《24) 有 
位 一 1 
lim 7 2 w= Ce hs 1), (26) 
Ho jie0 


由 (24)，(25》 得 #, 是 不 变 的 。 同 理 各 也 是 ， 国 俐 A 所 多 。 
〈 直 》 强大 数 定 奸 
引 理 1 设 c，c，…，6co 为 任意 实数 ， 令 
五 一 ( 正 整 数 阅 : 吉 <15 ce 《27) 


则 匹 由 若干 组 接连 的 正 整数 构成 :又 如 以 和 玉昌 琢 任 一 组 的 首 数 
及 尾数 ， 册 
Cop COT B. {28) 

证 明 将 五 中 元 按 大 小 排列 ， 策 小 者 在 前 ， 天 者 居 后 ， 则 吾 
自然 出 若干 组 《不 超 寺 站 组 接连 的 正 整 数 构 成 。 肉 为 各 十 1 儒 
五 ， 琢 chil 阅 _max c 《或 人 十 1 = 二 8#)， 有 既然 EE， 

i>B+r+l 
Ce< MAXC = Cprie 
1 > 

任 取 RR，c 所 上 之 BP。 设 (28) 对 十 1 所 7 了 所 BB 正确 ， 则 由 
与 EE， 得 


例 2 设 ic,， “py Co = 7, 3 |, 6 414, 2,， 85, 


8 ， 1 ， 3 )， 出 五 一 (《2， 3 5 ,» 81 9 )。 
引 理 2 设 强 平稳 序列 {x。，# 守 0) 对 应 的 保 调 变换 为 工 . 
导 记 Xl 之 吕 。 于 是 对 任意 4 与 {Xm nn 字 0) 及 RR 关 0， 有 





fa x Pdon) = | xoP Cdwm), C29) 
证 明 令 
FJ 一 了 
32 
PC 一 2 了 Fa hl (yn =1, 2,38, 
8 


易 有 网， Jim fy 一 fy), El) so， 五 js 一 


Xr 人 全 -人 co)。 


但 通常 : 样 ， 只要 对 了 [每 Rl) 证 明 
2 


| rag 工 [去 kt 1) Cx PP Cdo) 


| i [ 霹 . 上 并] (CX)P Cdom), C30) 





实 上 ， (30) 左 方 = P( rnfxE[- 双 ， 站 +))) (31) 
由 《7),， 《5) 和 《3) (31) 式 义 等 于 


P(T*AN TwE[ 直 : 入 : ))) 
-Panles[ 8 )) 
(4 Nn(<.s[- 各 ， 和 -让 


PP 
-上 《 “3 fx Pidow)., 














引 江 3 设 {x。， nm 320) 是 强 平 稳 序 列 。 巨 zaj<co， 又 设 


着 一 人 
和 为 任 一 常数 ， if 为 不 变 集 ， ys = >) i 由 


站 





Xda B({sup >) PB | nal) 


1 ， SP SB 





Hl1 ff no 1 
{32) 
证 不 妨 设 B 一 0， 否则 只 要 换 {xo) 为 (x, 一 了 B}， 换 >” 为 
Se B。 定义 o- 集 


A= {suD SA DY 0 Ai= {sup Ss (COI 0}, 则 At A 
1 


nn 六 1 
(7 了 一 吕 0)， 浊 每 个 固定 的 %， 可 对 SS,，…，S。 用 引 建 1， 记得 
《27; 中 的 集 记 为 及 (aa 固定 7 ， 了 所 年 ， 令 
N=(@ EEOoN)={0: S,maxs) 
i>i 
一 【的 3 max 【xi 十 十 xD0) 
jm 1 


二 Ta max (x mt tA m0) 
Ohm -jl 


一 了 (33) 
设 ECL@m) 已 衫 为 7 个 相 邻 整数 组 Ei wm》 之 和 ，EBi(wm) 的 首 、 
是 数 分 别 记 为 &,， Bt i 二 1 六 7 则 固定 驯 时 
了 > xf 中) 一 xD) 一 》1 sl 0)—sA wm)) 
je 了 中》 jtECtm) 


r 


= 9 2 Cmlo) -sm)) 


El jekitm) 
r 
= Coo)—sl wm))>0 
:r= 1 


( 见 引 理 1)， 因 此 ， 如 以 Jn,(m》 表 入 ;的 示 性 函数 ， 则 


认 一 主 下 
2 fw, xiPldm) = 之 人 Tn CO)xt mIP Ld) 
mt 


={, BD lo 0) Pde) 
ir0 


= | 31 xiKo)P(dao)>0， 


jomely. 


利用 (33》 矿 引 理 2， 并 注意 MESg， 


7 一 


得 
1 9 一 工 
"到 这 firm, “iP (dm)= 入 fy, AP (do) 


3 人 "Plde), 


i=1 


利用 数学 分 析 中 事实 ，“lima, 如 存在 ， 则 lim co 一 


He 


1 


小 -…—”, 即 得 





lim 
NN 一 Oo 


人 Po = lim {yh Pddo) 


mm 
. 1 
-lim Dy, “Pdo)>0。 


To f=1 





最 后 ， 注 意 由 A 前 定义 ， 可 得 A 一 | sup 中 > 0}， 区 得 证 
并 次 1 


《32) 对 8 一 0 正确 。 
定理 2 设 1Xo，# 站 } 为 强 平稳 序列 ，EE,%| 研 co， 则 





im = E(x)a.e., (34) 
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六 如 FF|xel < se 《rr 守 13， 则 


lim E | EC) | = 0. (35) 


这 里 为 该 平稳 序列 的 不 变 0 -代数 ， 
村 一 1 
证 (CA) 念 X 一 Jim 一 Xs 一 ,im Tm s Sp 2) Kis 
Ps 站 


由 例 ] 知 5#， 各 不 蛮 。 对 实数 & 所， 以 型 .。 表 不 变 环 会 (oo ) 委 
< 所 和 二 入 ( 吕 分 显然 


Mom Mols sup Sol > B} 
由 引 理 3 得 
fi Pio 人 可 sos 有 =Pcdo)>pPCOVN， 


(36) 
应 用 此 结 虹 于 1 一 %,}， 的， 为 一 BB， 一 亿 、 得 


人 Pd aPCM .os). (37) 
由 《36)，(37) 得 PCM.p) 一 0， 从 而 
pet oie))= 7( U oo 
a 


吧 2 POM4o)= 0(Ca，B 是 有 理 数 )， (38) 
a : 


放 移 一 入 ，e … 因 而 存在 极限 x Co) 一 fim 1 a se.， 它 
取 有 穷 值 或 无 穷 值 ， 按 Fatou 引 理 


2 | 





= 五 ix 所 coy 


“339 : 


2 ri @)) 


故 由 |x Co) im 一 一 ， 可 风 (wm) 有 窃 (a.。.) 


而 且 可 积 . 
CB) 今 证 上 概率 1, x(%)= E(xo(@) 多 )， 因 已 知 x*(0) 
为 多 可 测 ， 获 只 要 证 ， 对 任意 上 息 多 有 
人， “oPldo) = so)Pldo), C39) 
由 引 理 3 知 ， 对 任 一 常数 a 及 MS 乡 有 : 


fi scey<al x nm P dn) 


<xpl[inf 2 aly). C40) 
nl 
令 
Am= (0m 1 ex me EY, Ee>0., 
在 《32)，(40) 中 ， 了 世 m&， 人 大 As 分别 换 局 ， PB ,MM， 


并 注意 [is SD) cme | DAm, 1 sup Sa dsm 一 1)zg | 





一 Am， 得 


(Cm— 1)ePCAA)< | ， xoPldo) Cme pC AAA), (41) 
其 次 ， 根 据 A 的 定 尺 ， 有 


Cm— 1)ePCAA)E |  ，xP(do)<meP(AAo)， 


既然 已 证 P(| xl<eo) 一 1， 站 也 PCAm) 二 1。 将 上 式 对 


= -ba 
于 二 0， 土 ]， 土 2， … 求 和 ， 兴 
" 840 。 


5 mePCAAw) EP ME ,xb do) 


由 全 一 CD 


Ee 2 (mo— 1 jeP(AA TEP A), 


WH- 


利用 41) 
人 “Pde)—ePCA ET xPrda) 
去 | ， “pda)+sPCA》 
令 2E-= 0， 即 得 证 (89); 
-， 故 有 -一 > 忆 (x 








o 定 二 2 为 (45) 式 ， 具 和 刘表 | 
至 可 积 ， 再 由 附录 《二 〉 定理 1 这 又 等 价 于 证 明 


站 . 3 
1 EE | -了 


2° | -| Pp(dw) 对 .4 均匀 连续 ， 

由 Minkowski 不 等 式 ， EY 十 Y I 所 (CB + EY |")" 
r 守 1)， 得 

1 

三 | 机 二 1 | <[ “=|[s 于 1 
因 {xs，# 当 0) 平 稳 ， 帮 EWI 二 Ejxol、 由 此 及 上 一 不 等 
式 ， 用 归纳 法 即 得 


E 


， 
oo 





Se 
n 











Sn 
中 








EY 











" 1 rr r 
十 一 rr |x,l }， 


n 





<0, 
此 即 得 证 1 。 

对 生意 s > 9 ， 硝 在 常数 c. 汪 >0， 使 6 尘 c. 时 ， 对 尾 意 1 ,由 
引 理 2 ， 并 注意 如， 六 0) 也 是 强 乎 称 序 列 ， 胡 省 


”4 





- Yo r 间 “ 
je oj , el Pd) < 2. 
因此， 对 任意 4 扬名 ， 著 PLA)< ,7 ， 则 
(pp eal P (do) 
+ | se ll P ld) 


t 站 [3 二 
< t+ 必 oe” 它 


再 仿 上 用 Minkowski 不 等 式 及 归纳 法 ， 并 简 记 | ，xP(do) 为 
呈 ix， 即 知 对 任意 = 之 1 ， 有 























了 LA Sn " 1 .. 1 小 
Ey 1 < 五 ， 加 十 己 | 1 4 [wol 
9 Iirr 1 | _ 
< 上 [5 Te 十 了 记 = 6, 
此 得 证 2 。 


定理 1 说 明 ， 极 限 * (ao) 的 值 紧密 依赖 于 不 变 口 -代数 9， 
而 多 决定 于 序列 的 统率 结构 。 
”定义 8 称 强 平稳 序列 {x,，+# 22 0} 是 思 历 的 ， 如 果 它 的 每 
一 不 变 集 的 概率 或 为 0 ， 或 为 1。 

显然 ， 若 {Xx。。# 守 07 遍 历 ， 则 每 一 个 不 变 随 机 变量 以 概率 
1 等 于 某 常数 。 

8 鲍 

例 # 设 {x。。，5 守 0) 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 显然 
它 是 强 平稳 序列 。 根 据 独 立 随 机 变 最 的 0-1 律 ， 知 站 9 {x 


1 2 衣 } 具 信和 概率 为 9 及 1 的 可 测 集 。 由 前 面 论述 知 # Cf {ss 


nm} 中 ， 蕉 此 上 序 列 有 具 有 | 历 性 ， MELx os 如 由 {34) 
有 


» 12 + 





人 

例 4 设 强 平稳 学 刚 {x。，# 守 0} 满足 从 件 上 宪 < 吕 ， 因 
此 ， 对 任意 正 整 数 ， 厂 jxaaxzal<ce。 在 87.2 习 题 15 中 。 取 个 
一 《0 1，2，3， “os aa 为 非 负 整数 T， 中 一 YoY 即 知 
00} 也 是 强 平稳 序列 ， 具 而 由 定理 323， 存在 有 穿 
极限 





bs 


, 1 
Tim mT 2 | Rr:e:, (43) 


如 果 {%,。，# 守 0} 遍历， 网 人 spr2s，# 字 00} 也 遍历 于 是 上 述 
极限 几乎 处 外 等 于 晴 ‘T) 一 Exoxsa， 岂 定理 2 的 第 二 个 结论 知 
吾 (f) 还 满足 

给 十 1 


lim EE 
Li eb 性 


》 xx 一 Br = 0. (44) 
=0 
在 这 个 例子 中 ， tx， 站 之 0 既是 强 平稳 过 程 记 是 弱 平 稳 过 


程 。 直 87.4 同样 可 得 证 亲 二 T， 了》) %orxs 的 均 方 收 敏 性 。 但 


m=0 

难于 得 到 它 的 几乎 处 处 收 敏 糙 。 

二) 连续 参数 情形 

在 (一) 中 己 详 细 讨 论 了 当 参 数 集 为 全 体 非 负 整数 的 情形 ， 
如 果 参 数 集 了 一 110 ，co)， 理 论 基本 上 业 们 。 因 此 ， 我 们 兵 着 重 
锅 述 不 同 之 处 。 

定 流 4 设 7， 上 着 0 是 完备 概率 空间 《外 ， 五 ， 吾 ) 上 的 
一 纂 保 测 集 变换 ， 称 它 是 保 测 集 恋 搁 半 群 ， 如 果 对 任意 园 定 的 
3， 上 上 安 0， 了 7 满足 下 列 条 件 ， 对 任 一 集 4E 瑟 ， 有 

1 全 44、 (45) 

定理 3 设 {*， 了 + 关 0) 是 任 一 强 平稳 过 程 、 册 必 存 在 唯一 
的 保 测 变换 半 群 全 1 字 0}， 它 定义 在 {xe，+ 半 0} 上 ,对 


* 343 ， 


任 写 上 裕 0， 满 足 
THEEBI XE BY), (46) 
其 中 号 后 需 ,。 
证 明 ”对 任 -- 非 奥数， 念 属 定 理 1 的 证 明 可 证 , 在 7 fxe 
f 全 6} 上 存在 满 是 “46) 的 唯一 傈 测 集 变换 T,， 售 对 任意 B; 它 
震 o 有 
了 CC， ey KEBAEL Rs weDE 吾 9。 (47) 
易 证 如 是 得 来 的 一 族 保 浏 集 变 换 人 7 .，T 产 0)} 满 足 145)。 实 际 
十 ， 易 见 二 保 测 集 变 换 的 积 了 .7 及 了 7, 出 是 保 测 集 变换 。 既 然 
Pin 了 7 TT 由 于 (47) 在 全 体 有 穷 维 柱 集 上 重合 ， 仿 定理 
1 证 明 中 的 第 四 步 便 知 ， 它 们 在 F(x，1 守 90} 上 重合. 命题 
得 证 。 1 
由 附录 《一 ) 定理 83， 对 性 一 关于 了 {x 工 次 0} 可 测 的 
x{m), 必 丰 在 fi 三 了 ， zz 一 1，23，… 丑 
XCOIT FN DY, Hm) rae., (48) 
其 中 了 (Yi Xj)，Xi 守 R 为 菜 一 二 久 ,X 入 Xx … 可 测 廿 
煞 。 投 如 so 1 产 0} 是 由 强 平 稳 过 程 {x:。 ff 半 0} 所 产生 的 保 测 
集 变 换 半 群 。 称 x (中 ) 关于 了 .不 变 ， 若 至 少 存在 一 齐 hET，; 
一 1，2，… 太一 个 了 使 《48] 及 下 式 
了 【2 四] 加] 
= fw Cm) Keenst DY) WR DD ae. 
对 任意 整数 有 成立。 
由 关于 ZT, 不 变 的 x(%) 人 全体 所 产生 前 0- 代数 称 为 甘于 全 ,不 


变 的 0- 代数 ， 记 为 儿 .。 令 多 = 二 自 Yy,，8gr 也 是 5- 代 数 ， 显 
TT 





然 ，g 鼎 门 8' x，s 守 主 }。 
f 





定 尺 5 设 {x，f 学 0} 基 强 平 失 过 程 ，{T,。1 汪 04} 是 所 
对 应 的 保 测 沫 变换 半 群 、Y ,在 关于 了 .不 变 的 6- 代数 。 称 5- 代 
* Bdd * 





数 % = 门 y, 为 关于 强 平 稳 过 程 fx。 ft 01 不 变 的 c- 代 数 。 


工人 
或 为 甘于 4，tz 0 不 蛮 的 5 代数 。 
多 中 陶 集 称 为 美 于 此 过 程 的 不 变 入 。 或 称 为 关于 人 Tt 0} 

的 不 变 媒 。 周 樟 地 ， 关 于 多 可 测 和 能 随机 变 是 称 为 关于 1 0 
` 萌 不 变 随 汛 变 重 。 

引 理 4 设 强 平稳 过 程 {2:， +t 斌 0} 对 应 的 很 测 变 摸 灶 群 汶 
0 }， 凡 六 xo 之 co。 于 是 对 任 党 AEF' x 1 守 } 
及 之 0， 有 


人 “Pldo) = | ， wo Pdm). 


该 引 理 的 证 明 与 引 理 2 完全 一 样 ， 故 愉 旱 。 
定理 4 襄 {x 1 六 站 } 为 Boreli 可 调 的 平稳 过 程 ， PE 
co， 多 为 此 过 程 不 变 的 ga -代数 ， 则 


1 
lim 了 | ， x DMs= E(x) a.e.,, (49) 


ro 


加 及 设 巨 xo 之 oct 了 T 字 1)， 风 


lim 五 Bf x DNs— E(xolg )'= 0., (50) 


to 


证 由 过 程 的 Boresl 可 测 作 可 知 ， 一 切 样 本 函数 x{o) 是 .家 ; 
可 测 的 。 对 任意 正 数 下 0， 定义 


0 ) ~ wm ds, D0) {fo lx @ as, 
根据 Fubini 定 理 
{o So) Po) = Ele( olds=rEinl, 


可 见 2ofCoe )，3m 四 ) 都 有 意义 而 且 钙 随 祝 变 时 。 今 证 售 %。， 由 六 
0 是 平稳 序列 ， 


* Bd + 





注意 | ，xr(e )ds 为 地 tx，0 之 s 忆 ) 订 油 ， 故 存在 无 办 
维 Borel 可 测 函 数 站 (yo， Vis 四 基点 列 人 路 CCD ， Ts 使 
Cw)= | x Odsm f x1, Kr 1) are 


和 (Coy= 人 1 “(ods= | Xm Ods 


fons Kms ae (51) 
由 37.2 习 题 15 知 ，{%%， 灿 六 0) 为 平稳 序列 同样 可 证 (9% 芒 
>> 0} 也 是 平稳 序列 。 

以 下 取 *+ 二 1， 由 定理 2 知 极限 


lim i 和 (oo)=lim 让- 人 ee(o)as C52) 
#4 m0 将 全 
因而 





lim YCo 2 lim 二 ”1 lxCwm ds 0. (83) 
用 -的 和 下 


以 C 43 玫 不 超过 1 的 最 天 整数 ， 出 
-+f x(o)as 一 站 和 (edsj Et +e, (54) 
其 中 由 于 (53) 以 概率 1 清 足 
CfIt1 


四 = 上 A lx wm ds 0 
(+ 00), (557 
由 (54)，(C652) 及 【〔55) 可 见 (49) 中 极限 以 溉 率 1 存 在 、 有 
帘 ， 而 且 可 积 。 试 证 它 关 于 多 可 测 ， 为 证 此 ， 只 并 证 朋 访 极限 对 
任意 # 闻 0 关于 了 ,不 变 。 


因 lim 于 | C0) {wu 淘 0)， 族 存在 无 穷 维 
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Berel 可 测 画 煞 /Yo， Yi 及 点 研 人 由于 他， 使 
fm 了 人 车 jds= i (xs Ars 站 外 已。 (56) 


对 任意 非 负 闭 数 志 有 


, 1+t 
f Ckereos Nats linyf, wal Dds 


-ts 


“tin xi(ojads+ | wom)ds— 的 “ees| 
1 + 
-lim 地 | ， XD as 和 “ (57) 


比较 (56) 与 (57) 可 见 im 了 人， x(eo)ds 关 于 了 ,不 变 内 
Tt 的 任意 性 即 得 所 扒 证 的 。 
为 完成 (49) 的 证 明 ， 只 要 证 对 尾音 AEzgj， 有 
fo “Pde)={, xP(ldm), (58) 
这 里 *(@)=lim +/， xf(o)ds。 而 为 证 明 (58) ， 又 只要 
证 明 
于 | XA Js (59) 


作为 上 前 函数 是 一 致 可 积 的 。 实 际 上 ， 由 一 致 可 积 性 可 在 积分 号 
下 到 极限 ， 故 对 任意 人 全?， 


f ,PC do) -+f as{ {1% Paw)] 


~ Bf epee 


一 Pd 1 -00), 


， 847 « 





和 


此 即 《58) 。 

琨 在 来 证 明 更 强 的 鱼 论 ， 即 各 五 (wo <ee， 那 么 丰 公 (6591 
中 积分 一 致 可 积 ， 丙 且 它 的 了 次 方 〈《7r m1) 也 - : 致 可 积 。 这 只 
簿 证 明 


到 1 1 
—- Xd 
i sup 五 | 二 和， ra 


2 fa | fo as Pldw) 对 对 均匀 连续 。 

沿用 定理 2 的 证 明 ， 对 任 给 的 se > 0 ， 存 在 sa， 便 
fl P Cde) <e, 

只 才 PCM)<es( 1 安 0)。 其 次 如 PCM)<es， 则 


fy ¥f sds| Pldo) 
< {tf leas P(e) cs,. C60) 
此 即 得 证 2 ,站 《89) 中 取 M=Q， 有 方 即 化 为 E Ix， 让 得 
证 I"。 
ws mf 
限 。 得 到 


r 


ooy 








r 


一 致 吾 积 ， 因 此 可 在 符号 瑟 下 下 极 





lim [| 于 全 =as- 开 Colz)| }=0, 


for 


此 即 证 明了 (50) ， 
当 多 具 含 概率 为 6 或 1 的 集 时 ， 称 此 过 鹅 是 遍 亡 的 、 
参数 集 了 =(…， 一 2， 一 1，0，T1，2，…) 或 T= 二 (一 
oy 十 ccj 时 ， 也 有 相 诺 的 缚 论 。 可 参看 5C1 )， 
司 是 
4. 设 1zptze 0 是 齐 次 马 乓 过 程 ， 相 空间 为 {R。， 锡 巾 、 转 移 往 素 是 
+ 348 。 





和 设 和 在 和 ,上 存在 对 窗 尖 2， 天 旺 鞭 旗 
8 《143 > 1/ Ptt x, AY 9 (I%), 
本 号 


荫 {rpf 和 有 3? 消 开始 分 布 ， 邵 已 (后 可 = 9 11， 要 和 司 喇 :。 娃 各 站 

2， 设 17w 1 池 让 为 验 平 稳 过 程 , 且 是 一 个 马 氏 过 程 。 求 证 如 1to) 
美 不 变 随机 变量 ， 刚 它 兴 于 全 12 可 测 。 条 与 全 4X0} 相等 网 3 

揭示 设 必 是 不 变 柴 ， 令 Z =1x。 证明 

P= 有 (ZI) Be 

上 上 式 可 利用 黄 收 敏 定 王 成 工 的 不 变性 推 得 。 

于 ix 守 0} 是 章 次 马尔 科 堪 链 ， 状态 空间 EE ={0.,1,2..…1 且 
一 霓 状 态 构 成 一 个 不 可 分 的 沉 历 问 ， 设 该 链 稚 新 始 分 布 为 i (C1)，! 毛 上 二、 
又 f (1)， 所 玉 是 有 界 函 数 . 四 

1 求证， 甘于 本 下 壕 枚 航 所 乎 处 处 存在 


由 一 上 


lim 2 fixy aLe.s 
nro 和 一 自 


2” 试 求 此 极限 ( 设 该 链 转 移 疑 率 医 腿 为 gp i EE}， 

4， 设 1xm # 荆 0 是 齐 次 马尔 科 夫 链 , 状态 空间 王 = 1 1 .2 ,3,.'"}， 
初始 分 布 为 Yi) 1 E 已 。 当 相 空 间 吾 的 分 解 具 有 什么 形式 时 间 题 3 中 
的 极 良 存在 ? 

5， 证 1sa 7 其 人 为 有 将 齐 次 志和 尔 料 夫 链 ， (41), 后 忆 是 定 文 在 杖 
访 空 间 五 上 的 有 界 天 数 。 试 证 ， 无 论 开 始 分 布 如 何 ， 以 概率 1 存在 有 穷 极 

一 
服 lim 二- 了 》) 7 (ep; 它 也 是 3 (> 1) 次 方 收 象 意义 下 的 极限 ， 
wi R=0 . 

B， 设 {1xtp + ze0} 泡 强 平 稳 过 程 , 04 sa R= 二 1 是 常数 过 本 节 0 

册 过 各 


Je 了 CEN 
点 = 
也 是 强 平 稳 过 程 ， 试 辣 两 者 的 壳 睫 性 何 有 何 关 对 7 
7.， 试 举 出 强大 数 定 理 成 立 ， 人 得 过 和 村 本 身 并 不 道 历 的 强 平稳 这 程 . 
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附 录 (一 ) 


《一 ) 单调 类 定理 

单调 类 定理 分 集合 的 诬 式 与 隐 数 的 形式 ， 分 述 如 下 。 

集合 的 形式 ， 

定义 设 介 为 -一 供 合 ， 称 人 锡 的 子 集 系 了 为 . 系 ， 如 对 任意 
4，BEDD 有 ABELN. 

定 光 2 商人 Q 为 一 集合 ， 称 吕 的 子 集 系 和 A 为- 系 ， 如 和 A 袖 足 

(Ci) DEA:; 

《ii 如 A，BEA 且 ACB, 则 8B 一 4AEA: 

《if 如 4, 全 A 自 4.14 4， 则 4EA。 

显然 0 代数 既是 T - 系 又 是 和 - 系 。 反 之 ， 如 % 是 工 - 标 六 是 
> . 系 ， 则 7 是 5 代数。 实际 上 ， 设 4E.7， 由 【ii)， 0 时 
-4 全 计 。 由 De Morgan 定 律 


( U 4 = 让 AIE A, 


于 于 二 =1 


可 见 【j 4EF。 从 而 由 《ii) 得 【jj 4.EF。 


i=1 i=1 

设 史 及 多 为 名 的 两 个 子 集 系 ， 我 们 有 

定理 1 如 .7 为 入- 系 ， 字 为 下 - 系 且 .7 站 多 ， 则 .守卫 CC 多 )。 

证 明 所 有 包含 多 的 入 - 系 之 交集 实 * 仍 是 和 - 系 。 如 能 证 了 ¥" 
也 成 4- 系 ， 由 上 短 是 5 钱 数 ， 从 而 ( 窜 ) 六 -及 宛 。 

人 

二 《4:1 对 一 切 BEg 有 .A REF’}, 
易 见 和 ,为 和 - 系 。 艾 因 和 :站 多 ， 矶 于 站 8 ， 这 表示 个 4 三 8 ， 
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是 伍 多 有 A BEF'. 令 

一 {对 一 切 A4EF' 有 4ABESF')， 
出 信 , 为 %. 系 县 了 1 必 加 ， 家 了 六。 这 由 示 如 4A，838 人 三 8 和, 则 
有 BEF'。 换 至 之 FF 污 以. 系 。 

定理 1 加 出 一 标记 过 读 供 茶 .w 具有 闲 性 质 .多 的 方法 。 此 法 先 
令 满 足 性 遍 几 的 一 We 六 为 A， 证 明太 为 %- 系 且 态 包 
会 -wr 的 荣 辣 条 总 卫 ， 有 为 .条 且 gC) 宇 xv ， 则 可 得 内 所 
下。 我 们 称 这 于 方法 六 4. 陵 浪 法 。 

定义 3 称 站 的 征集 系 避 为 音调 类， 如 果 A, 万 必 且 A,4 A 
或 者 4. ; 4， 都 有 AEE 守 ， 

定理 1 如 单 吝 类 这 六 宛 ， 则 刍 局 51 Y。 其 中 多 为 任 一 
子 集 系 。 

证 明 所 有 包含 空 的 单调 类 之 变 仍 是 单调 类 ， 记 此 集 为 儿 "。 
用 证 明定 理 1 的 类 似 方法 可 和 证， 党 ”为 7 . 系 。 令 

= {A AE, AE'}, 

则 多 为 单调 类 且 久 多 ， 莉 多 一 这 。 从 而 多 为 代数 ， 因 此 多 
为 了 代数 。 故 得 





Of 多 ) 和 多 所 和 
函数 的 形式 ， 
二 史 为 定义 在 吕 上 的 一 族 冰 数 且 葡 足 和 条件 ， 如 吉 () 它 经 ， 
出 后 ) 芋 罗 及 ED) 全 宅 。 其 中 
E(wm), 如 E(wm)> 0， 
CD) = | 
0, 如 EC@D 之 8 
0， 如 E(wm})> 0， 


一 EC(o), 如 EC(o)<0。 

定义 4 设 工 为 定义 在 名 上 的 一 还 数 集 ， 称 为 .- 系 ， 如 
它 满足 下 麟 条 性 ， 

(i) 1ELs 


peo | 
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Qi) 工 电 任意 二 五 藩 的 线性 组 人 台 仍 属于 工 

(iii) 如 ,人 三，0 志 5, 上 有 具有 界 趟 者 ES， 好 名 
EL. 

定理 2 设 工 为 儿 - 系 ， 开 为 工 - 汞 。 如 对 任 -一 4 己 吕 有 I 饭 
工 ， 则 工 和 包含 一 切 属于 么 中 关于 5 《〈 开 六 可 说 的 函数 。 

证 明 令 | 

={A: ACQHIEL), 
则 器 为 入 - 系 ， 又 轩 多 轧 路 ， 夏 内 定型 1 外 FF 必 0(T)。 换言之 ， 
对 一 切 4 所 5《) 有 [EE 工 . 

今 设 所 为 非 负 5( 世 ) 可 测 国 狼 且 皇后 多。 定义 
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则 0 < 和 4。 又 因 (- 才 -< 一 上 下 二 )] 三 oCH)， 和 由 上 所 证 公 


知 EEIL， 故 得 EL. 

根据 宪 的 定义 ， 对 任 一 9》 可 油 谓 匆 了 TE ， 可 表示 为 
= 二 TT 一 中， 其 中 语 ，T 亿 宅 。， 刚 才 已 证 Vt， 和 CCL, 但 为 线 
性 空间 ， 故 71E 亿 L， 

定理 2 指出 一 种 和 欲 证 某 函 数 集 合 宅 具 有 某 种 性 质 . 史 的 方法 。 
此 法 先 引 进 适 当 的 咕 数 族 空 【要 满足 如 全 2 则 入 ，E 后 隐 ) 
令 满 足 性 盾 儿 的 一 切 函 数 所 成 的 焦 为 工 ， 证 朋 工 为 2-. 系 。 此 外 
引入 - 开 - 系 II， 使 多 中 的 函数 为 5(I) 可 测 。 于 是 如 对 一 切 4 
守 工 有 三 上 ， 则 可 得 知 多 全 KL。 我们 称 这 种 方法 为 各- 系 
方法 . 

《二 )》 测度 论 的 其 它 定 还 

下 画 阁 用 字 - 系 法 证 明 一 些 定理 。 

定理 8 设 {xr 1 ET 为 定 六 在 避 上 而 取 值 于 可 油 空 间 
i， 儿 ) 的 一 族 抽象 画 数 ， 央 和 (7 中 后 总 为 fo 雪人 ) 


”8352 。 


] 


可 测 前 充 要 条 和 件 为 :存在 hhE7T，i=1，2，…， 和合 可 只 
示 成 
E{@)= f(x (Mm) Xm pe (1) 
其 中 下 (%， 加 ，…)， 和 与 玉 为 革 - 一 铬 ”下 和 XX… 可 测 阴 数 ， 
证 明 ”必要 性 ， 罗 每 一 2 为 g (%， + 全 TT) 可 测 ， 故 


CU) = XD 2 Xs, mY), 2) 


为 (，o0(C% EET) 一 一 CE"，Z") 的 可 测 变换 。 从 而 


f(a(o)ef (wm) tlm), 7) 为 (Qs 9 xo {ET)) 
一 一 ( 民 :， 军 0) 的 可 测 函 数 ， 

充分 性 ， 令 

二 {全 体 定义 在 吕 上 的 前 数 &E (0@)}， 

上 二 {所 有 可 表示 成 (1) 形 的 两 数 E(o 分 ， 

T= {XP 1 
0 ET} 
易 见 条 为 z. 系 上 且 S CH) 一 0(xm，1 伍 了 )。 易 证 工 为 多 - 系 。 又 
因 对 了 的 任 一 元 素 x,,ET;。1 之 1 之 4) 的 示 性 函数 

Trerincien (OD) = Cx mT, Cx C0)) 
满足 ( 1) 式 ， 基 上 式 左 方 属于 。 从 而 内 定理 2 知 上 上 包含 多 中 
一 切 9 (IT) 可 测 的 函数 ， 

定理 4 设 〈《C， FFD)，1i=1，2，8 为 三 个 可 测 空 间 。 
ja， xiED，2 生 局 为 .于 ,xx 可 测 画 数 。 叉 设 忆 (xs 
TD) xsEt， 工 生 .， 当 网 定 x% 时 为 :上 的 测度 ， 当 周 定 上 
时 为 宁 : 可 测 通 数 。 如果 对 一 切 扩 皇 忆 oo 会 吕 。， 积 分 


g (zx 一 人 fx xs) 忆 (za dm,) (2 ) 


有 限 ， 虽 9 (xi 3 为 多,X 了: 可 测 烽 数 ， 
证 明 令 
F=f x Xs) 于 汶 玉 FX 了 可 测 ， 且 对 一 霹 %, 生 Ul，* 
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佐 D， 了 使 (2) 定义 的 9 {x,，*,) 有限}， 

元 一 人 下 (xls 区 全 9KCx， 知 ) 为 . 守 :X 到 ?可 测 }， 

TI == { dd 全 有 4 六 中 ， 
则 卫 汶 区 . 系 且 5 (CI)=.F ,Xx 了 ,。 由 积分 的 单调 收 人 证 定 理 可 知 ， 
了 为 了 . 系 。 居 因 对 任意 4 x4A4, 扎 代 ， 有 

pt XL, 

故 据 定理 2， 土 包 售 一 切 儿 中 闫 于 0 《了 开 》 可 油 的 涌 数 ，。 

特别 ， 当 了 为 一 元 阔 数 时 ， 由 定理 4 知 

9 (xs) = | f(x0) PCxa dm) 

为 了 :可 测 函 数 。 

定理 5 设 【 互 ，. 轩 ) 为 距离 可 测 空间 ， 其 中 . 均 为 包含 天 中 
全 体 开 集 的 最 小 5 代数 。 令 多 为 定 兴 在 瑟 上 的 一 些 琐 数 所 成 的 集 
合 ， 如 果 

(i) 光 为 2- 系 ; 

(ii) 铬 包含 一 切 有 界 连续 函数 ， 
则 彩 包 含 多 中 一 切 . 罗 可 测 函 数 。 

证 明 利用 多- 系 法 ， 只 需 证 明 对 任 一 开 党 4 有 1. 皇 列 。 

令 了 xm < 生 瑟 为 连 缺 男 数 ， 满 足 了 上 kx) 一 0 如 < 冬 4， 
jitx)A 人 0 如 x 人 EA ‘例如 到 f(*)= inf PCx， 3 )， 其 中 户 


为 上 上 的 距离 ) ， 定 义 


1， 如 | 2 诈 ， 
gf > ) = 
n>1， 如 | >< 二， 
Dib | fo Cy)H 
Of EI=0A FOX tT). (3) 
四 2 及 连续 ， 故 六 连续 、 有 界 。 据 假设 fs 与 党 ， 故 由 《3) 并 
注意 多 是 经 - 系 扼 [全 和 
* 354 * 


定理 8 设 (， 98) 及 (了 ， 多 》 为 可 测 空间 ,上 为 上 

的 有 限 广义 测度 ， v(x, 8), 下 BE， 当 固 定时 六 
多 上 的 有 限 广义 测度 ， 当 邮 定 8 时 为 了 本 沿 阴 数 且 满足 

sup YCx，B)< oc (常数 )， C4) 


= 


则 对 任意 有 界 g 可 测 函 煞 F (y)，y 二 了， 有 
fread{ {yf YC, dl 


= [yf O00 {fy YC, dy nd (C5) 
证 明 令 
全 一 {全体 有 界 多 可 测 函数 /( >)， 
L 一 {f(y):f 使 《5) 成 立 }， 
则 工 是 字 - 系 。 由 多 . 系 法 只 需 证 明 对 任 一 B 忆 多 有 了 三 工 妈 可。 
为 此 令 f 一 J:，(5 ) 的 左 方 等 于 
{ran v(x, BSCB), 
(5 ) 的 有 方 等 于 
fy fOr dW- ,hd NCB), 
可 见 ?a 亿 工 。 
最 后 我 们 证 明 一 个 定理 。 
定理 7 设 P, 及 P 为 可 测 空 间 ( 玉 ，. 多 ) 上 的 有 限 测度 ， 且 
对 一 切 B 忆 多 有 Him ee 有 ) 一 己 ( 吾 )。 则 对 任 一 有 界 罗 可 测 函 数 
/xz )，x 荆 已 ， 有 
lim | fpPds) = {sf ox) Pax) (6) 


和 证明 对 任意 z 半 0， 大 了 有 界 ， 下 存 放 有 界 简 单 函 激 


ml 


gx )= DD Wl4(X)，A 乞 罗 ， 使 得 对 -- 切 x 三 包 有 


i=1 
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Ifixy— ox < e, 
于 县 在 下 式 中 先 令 N 一 co， 册 令 E-*0 得 


fs f Cx)Palds) — {f(x)Pds) | 
< {if -oP +| op 人 op 
+ | ,19— flPCdx) 


<eP(E)+Te 2) IP(CAD—Pe( AN +ePAE)-0, 


= 了 
其 中 是 常数 。 
(三) 申 概 宰 产 生 的 距离 
定理 8 设 ( 揣 ， 了 ,了 ) 为 概率 空间 ， 对 4 会 让 ， 忆 和 三 氏 ， 
定义 4， 加 的 距离 为 
d{ A, B}= P(AAB), 
则 .* 成 为 完备 的 距离 空间 《其 中 集 4, 了 如 满足 PCAAH)= 0， 
则 看 成 同一 点 》， 
证 明 因 4 信 B=ABLUBA， 虹 然 
PICAAB)= P{BA A O: 
及 出 4 和 人 BCCAA 和 CYIUtBA 人 CY), 得 
Pd4ABO<PI4AC)+TPIBAC)。 
网 而 呈 是 一 距离 空间 ， 为 证 完备 性 ， 设 有 一 至 EE ， 使 PCA。 
和信 A) 0CR 一 o0， 仙 co)， 则 必 存 在 一 列 正 整数 Ni;， 访 | 之 
入 之 必 ， 司 当 贡 之 和 Ni:， 9 之 入: 针 ， 
PlAsANAD) < Ta 
令 A= J 站 4s,, 因此 A4= [Uy ,= 


lim 
j=1 k=-j j=1 R=j 1i™m 





Lo dd AN, iU A Ne U”， 


政 (4 4) 》 5 一 起,， 类 似 地 ， 由 


r=0 

A% .AC Lv U -ed 机 » 

得 也 (的 人 Sr 于 是 P(Aw, 人 AA) 最 后 得 ， 当 n 
>> 时 





P(4AA4) 近 PC4A 如 JP A A) 


内 此 可 见 Jim P(4eA4)= 一 00， 这 说 明 在 上 述 臣 离 了 下 ，{4dy 


有 极限 为 4。 为 证 瞧 一 性 ， 设 有 两 极限 为 4 与 巨 。 则 
PCAABIEPOAAAITPOAANB) O(n -00), 
定 洪 9 ” 设 卫 为 代数 ， 含 中欧 最 小 0 代数 { 尼 } 关 于 有 筋 测 

度 记 的 完备 化 5- 代数 记 为 了 1{R}， 则 
《i1) 对 任意 BEF{R) 及 se 守 0， 必 存 在 妨 ,EERR， 使 P 

BAD)TEe: 

《ii) 对 任意 {RR} 可 测 函 数 f(@) 及 5 > 0， 必 存在 呈 可 测 

的 简单 西数 (ww )， 使 

PU CD) -fo ee ) 和 Se, 

《证 明 省 略 》。 
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附 录 (二 ) 


设 党 为 定义 在 槛 率 空 间 (QQ， 名 ， 了 上 的 一 族 可 积 的 随 
机 变量 ， 称 多 为 一 致 可 积 ， 如果 


Ji (Ex PP》 IxiP(ldo)= 0 (1) 


对 x 己 辟 一 臻 成立。 
定理 1 党 一 至 可 积 当 县 仪 当 
(Ca) sn El*l<%, 


(5 ) 任 给 6 >0， 存 在 8 > 0 ， 使 得 对 一 茹 满足 P(A)< 
8 的 A 对 ,有 
[sirtPldo)< ee, EX, 
证 明 必要 性 ， 对 4EF， 咸 立 
{xtpldo YAPCO+ | xIPlde). (C2) 
如 多 一 致 可 积 ， 由 〔1 》 到 充分 大 的 入 ， 合 
| I*IPldo)< 2/2, x€ES, (3) 


在 《2) 中 ， 令 4=Q 并 注意 《3) 即 得 (0)。 如 了 到 8 过 一 ， 
则 当 P(4)<8 时 ， 由 《2) 即 得 (6)， 
充分 作 ， 对 任 给 : 半 0， 了 到 5 广 0 使 条 件 (8) 成 立 。 于 是 


当 X > 二 sup 五 |x 时， 我们 有 
x 


POUxt NET Bixi< 8d, EX, 


”8358 。 


因而 鹿 条 件 《58) 对 -- 切 * 饭 履 ， 
fo I*IP (do)<e, 


这 表明 常 一致 可 积 ， 
引 理 《i ) 如 xx a .。 . 则 对 任 一 ”之 0， 


Ci》 如 对 某 r 0， 巨 xs 一 x=0 且 Ex <c， 则 
瑟 |x| "一 一 下 | x [。 


证 明 《1) 由 Fatou 引 理 


{olxr Piao)= | lim ls P (do) 


< lim| ,lel P (do). 


GD) 邵 f 渤 1， 因 xX 二 xs 十 (% 一 x) 一 各 一 (Xs 一 *)， 则 由 
明科 夫 斯 基 不 等 式 知 

{Fla — {Elx— x EBX 

{Ex + {Ex YI} 
令 fn 一 oo， 有 即 知 Elxs" Ex| Cn -reo0)。 

如 0<r 扫 1， 由 不 等 式 |x 十 31 所 |%[ 十 131 得 

Flxe— Elx—xl ExXTEEx + EX —xel, 

令 n >oo， 辐 样 得 lxo 一 EX| 人 Cn 一 oo) 


M 定理 2 设 0 之 frco，lxe 之 so， 且 {xe) 依 声 率 收 襄 到 
x ， 则 下 列 各 茶 件 等 价 wx fer 
Ci) xd"，# 之 1} 一 致 可 积 ， mW vv 六 
(iD lim peo 一 < 一 且 五 zx 所 so oi -于 


CH) fim Elxsl = RIX <oo, 


证 明 《1i) 字 (i) 由 假设 存在 子 列 术士 Xx* ae 
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由 引 理 及 定理 1 知 Rix| <co。 由 不等式 
lx XS (CR | x) ?> 0 
及 定理 1 即 知 {lx 一 x，# 之 1) 一 至 可 积 。 放 对 任 给 8 之 0， 
我 们 有 
Ex-xis .pe-zrPtao)+e (4) 


由 根 设 条 人性 POdxo 一 XxX| 守 5 )->0， 因 此 ， 由 定理 1 韵 (68) 氏 ， 
(4) 的 右 方 当 中 充分 大 时 可 小 于 se ， 换 言 之 ，(ii) 成 立 。 

《fiiiy 由 引 理 的 第 二 部 份 即 知 。 

《ii) 礼 (i》 令 入 汪 0， 定 义 连 续 还 数 /(》)， 使 它 满足 ， 

797)=131， 如 | yl， 

0， 如 | 这 入 十 工 ， 
< 者 和 < 

二 f(x) 这 急 ， 芍 (xo) 依 概率 由 各 到 了 (x)t 见 第 一 章 8 22)， 
困 了 C3》 有 界 ， 所 由 区 了 Cx) 收 化 到 玉 1 (x)， 于 是 


lim {yy Fe Ptdo)> tim E f Cats) 





=Efitx) 
> [osre'*! Plde), 6) 
义 因 (iii)， 
tim | 。 x Pd) = | 1%! Plde). (7) 


由 (6),， (7?) 得 


lim fa lx 已 (ae 
本 


| ” 
< {ol Pldo), (8) 


(8) 式 右 方 与 *# 无 美 ， 且 当下 时 处 什 驳 于 罕 ， 从 而 对 法 芭 
* 360 。 


s >09， 丰 在 :及 N， 使 得 当 %》 祝 和 时 


Spy | or 1 Pd e, (9 ) 
但 王 lx 由 二 ce， 关 妆 1， 故 可 选取 充分 大 的 X)， 合 得当》> 和 时， 

/有 

lx 人 Preo)yss， (10) 


$sUiD 
1 [os 1》 


从 而 只 要 》 >>max fho， 和 0， 逐 有 
1 fama 二 ixa Pdm)T es, 


拘 青 之 ， HE 1 2 1 } 一 煞 有 界 。 
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